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Predslov

Vysokoskolské uc¢ebnica Zdklady (bio)statistiky pre medikov je uréena priméarne
Studentom lekarskych a zdravotnickych studijnych programov na lekarskych fa-
kultach, pricom jej hlavnym cielom je pribliZit Studentom problematiku vyuZi-
tia Statistiky a jej vybranych metod spracovania a hodnotenia idajov v réznych
klinickych vyskumnych tlohach. Svojim obsahom i rozsahom sa nesnazi nahra-
dit dostupnit odbornu literatiiru venovani podrobnému popisu, charakteristi-
kam a dokazovaniu jednotlivych Statistickych metod a operéacii, kedZe tieto su
pre neodborni a laicki verejnost velmi ¢asto komplikované a nezrozumitelné.
Naopak, poslanim tejto ucebnice je uviest ¢itatela nendroénym a nazornym
sposobom do zakladov Statistického uvazovania, a to vysvetlenim zakladnych
pojmov, metdd i interpretacii vysledkov Statistického hodnotenia medicinsky
orientovanych studii, s ktorymi sa posluchaci mediciny mozu stretavat pri sta-
diu roznych odbornych i vedeckych préc.

Aj tu je totiz nesmierne dolezité uvedomit si, ze vSadepritomna sStatistika
prispieva nielen k podpore rozhodovania, napriklad o vybere spolahlivejsej
diagnostickej metody alebo tc¢innejsieho liecebného postupu, samozrejme s pri-
hliadnutim na histériu a aktudlny stav konkrétneho pacienta, ale rovnako tak
prinasa c¢asto aj nedorozumenia vyplyvajice z nespravnej interpretacie Statis-
tickych charakteristik. Studenti, ale aj samotni vedci a vyskumnici by preto
nemali ,slepo® verit vystupom svojich Statistickych aplikacii, zvlast ak ziskané
vysledky nedavaju racionalny vyznam, pripadne ak prezentované vysledky ne-
koresponduji so zavermi prezentovanymi autormi prac. Mnozstvo vypoctovych
nastrojov pre oblast Statistiky sa uz dnes tak jednoducho ovlada, Ze potreba
Statistickych vedomosti sa vytraca. AvSak, tento postoj je nespravny, kedze
mnohi pouzivatelia vykonavaju rozne analyzy bez toho, aby vedeli ¢o program
robi a tiez bez toho, aby vedeli ako interpretovat vysledky. V tomto kontexte
sme potom svedkami neuzito¢nosti a nepouzitelnosti velkého mnozstva Stu-
dii. Podstata kritického uvazovania v tejto oblasti preto okrem iného vychadza
aj z pochopenia zakladnych principov Statistiky, ktoré napomahaji rozpoznat,
ktoré vedecké vysledky si relevantné a ktoré st vo svojej podstate nezmyselné.



Text tejto uc¢ebnice sa neopiera o spracovanie a hodnotenie idajov pomocou
konkrétneho softvérového vybavenia, kedze statistickych programov a aplikécii
umoznujucich rychle vykonanie statistickych vypoctov existuje velké mnozstvo
a sposob prace s nimi byva navySe sicastou ich sprievodnej dokumentacie,
a Casto aj rozsiahlych pouzivatelskych manualov. Rovnako tak si ¢itatel moze
vyberat z pocetného zastupenia volne dostupnych i komerénych rieseni, ktoré
budi vyhovovat jeho poziadavkdm a narokom. Vo vybranych kapitolach tejto
ucebnice si v8ak c¢itatel najde vlozené informéacie o niektorych funkciach MS
Excel, pomocou ktorych si moze overit vypocet vybranych statistickych cha-
rakteristik.

Snahou autora je teda priblizit ¢itatelovi podstatu tej-ktorej Statistickej cha-
rakteristiky ¢i Statistickej metody, a to ndzornym sposobom s vysvetlenim jej
vyznamu a pouzitelnosti v aplikacnej oblasti. Aj preto je samotny matematicky
aparat obmedzeny na minimum, ktoré je nevyhnutné pre pochopenie hlavne;j
podstaty. Ucebnica taktiez nepredstavuje sumar rozsiahleho aparatu Statistic-
kych testov a metod, ale poskytuje nevyhnutné informécie potrebné pre pocho-
penie zakladov Statistického uvazovania.

Nemenej dolezitym prispevkom ucebnice je upriamenie pozornosti Studen-
tov na vyznam objektivneho hodnotenia najnovsich medicinskych poznatkov,
a tym zaroven aj posilnenie budovania kritického myslenia nevyhnutného pre
uspesné a efektivne aplikovanie najlepsich dostupnych dokazov v procesoch za-
meranych na zdravotnu starostlivost o pacienta. Rozsirenim obzoru vedeckého
Statistického uvazovania tak Student ziska zaklady vyuziteIné nielen vo svojom
odbore, ale aj v roznych situaciach bezného zivota.

Jaroslav Majernik
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Uvod

Principy Statistického uvazovania nachadzame takmer vo vsetkych vednych od-
boroch, ale stretavame sa s nimi aj v beznom zivote. Kym v pripade zariadeni,
tovarov, stciastok a réznych inych objektov vieme ich charakteristiky velmi
presne popisat, v pripade mediciny a zlozitosti charakteristik Zivych organiz-
mov ¢elime okrem individualnych rozdielov aj skutocnosti, ze mnohé charak-
teristiky nie je mozné detailne popisat a je pri nich potrebné brat do uvahy
isty stupen neurcitosti. Nastastie, matematicky aparat prepracovanych Statis-
tickych metod pontika moznosti, ako tieto problémy pri splneni konkrétnych
predpokladov efektivne vyriesit. Aj tu v8ak samotné znalosti o existencii jed-
notlivych statistickych metod nepostacuji a je potrebné vediet, kedy a ktory
nastroj Statistiky je vhodné pouzit. Schopnost Statistického uvazovania teda
zahfha aj schopnost vybrat spravny statisticky model a vediet ziskané vysledky
aj spravne interpretovat.

Statistiku mozeme vo vieobecnosti chapat ako odbor matematiky, ktory sa
zaobera zberom, organizaciou, klasifikdciou, prezentaciou, analyzou a interpre-
taciou udajov podporujicich rozhodovanie na zaklade ich kvantitativnych cha-
rakteristik. Inymi slovami povedané, Statistika predstavuje metodolégiu pouzi-
vand k interpretacii a vyvodzovaniu zéverov zo zozbieranych tdajov. Aj preto
je velmi doélezité o spracovavanych informéciach, a teda aj o udajoch tvoriacich
tieto informéacie vediet:

1. Ako st ziskané?
2. Ako st analyzované?
3. Ako st interpretované?

Sposob ziskavania udajov ma vplyv jednak na mozZnosti ich dalsieho spra-
covania, ako aj na relevantonst odvodenych zaverov vzhladom na realny stav
skumaného problému. Rovnako je pochopitelné, Ze nepresné tdaje, napriklad
udaje ziskané chybou merania ¢i tdaje zatazené subjektivnymi faktormi na
strane pozorovatela budu viest aj k va¢Siemu riziku chybnych zaverov. Pouzitie
nevhodnej statistickej metody v analyze hoc aj tych najpresnejsich a reprezen-
tativnych tdajov moze taktiez koncit znehodnotenim celého experimentéalneho



10 Uvod

vyskumu. V neposlednom rade je potrebné si uvedomit, ze je dolezité ziskat aj
skiisenosti spravnej interpretacie jednotlivych kvantitativnych i kvalitativnych
Statistickych charakteristik.

Pri praci s idajmi, ktoré ziskavame v ramci roznych, viac-¢i menej vedecky
orientovanych tiloh, sa pomocou statistiky a jej metod snazime dopracovat k po-
chopeniu skimaného problému. Samotny proces analyzy tdajov pritom precha-
dza viacerymi krokmi. Na zaciatku je potrebné formulovat vyskumny problém,
jeho zamer a ciele, ktoré chceme vyskumom dosiahnut. Nasleduje definovanie
zakladného stiboru objektov alebo subjektov, ktoré st predmetom zaujmu a rov-
nako aj vyberového siboru, na ktorom sa vyskum bude realizovat (spravidla
nie je mozné ziskat udaje od vsetkych objektov alebo subjektov, vid nasledu-
juce kapitoly [I]a2). Na skupine skmanych objektov alebo subjektov nasledne
ziskavame, pozorujeme alebo odmeriavame a zaznamenédvame hodnoty pozado-
vanych tidajov. Na ziskanom stibore hodnot vykoname popisni analyzu tidajov,
ktora nam poskytne prvy obraz o skimanom probléme. V mnohych pripadoch
prieskumov ¢i dotaznikovych tloh sa stretdvame s tym, Ze organizaciou a su-
marizaciou zozbieranych informacii pomocou charakteristik popisnej Statistiky
sa tu Statistické hodnotenie konci. Vo vedeckych studiach a vyskumne orien-
tovanych ulohach vsak vysledky popisnej analyzy udajov dalej pouzijeme na
vyber vhodnych statistickych metéd a uplatnime ich na rieSenie stanoveného
problému. Az na zéklade vysledkov néasledného statistického testovania pomo-
cou zvolenych metod realizujeme odvodenie a prezentaciu zaverov, ku ktorym
Statisticka analyza tdajov dospela.

Z uvedeného vyplyva, ze hlavym cielom Statistiky byva najmé podpora pri
robeni zaverov o zakladnom subore, a to na zaklade informaécii obsiahnutych
v nam dostupnych vyberovych stiboroch, vratane posiidenia rozsahu ¢i miery
neistoty obsiahnutej v tychto zaveroch.



Kapitola 1

Ziskavanie udajov

Udaje, ktoré spracovavame pomocou tatistickych metoéd mozu byt ziskavané
z roznych zdrojov. Vo vSeobecnosti je mozné tidaje zbierat a nasledne analyzovat
v ramci novych studii a experimentov, alebo je mozné pouzit existujice zdroje
udajov, ktoré boli ziskané v predoslych obdobiach inymi vyskumnymi timami.
Nové stadie s realizované spravidla vtedy, ak nie je mozné stanovené ciele
naplnit na zaklade existujucich tdajov. Na druhej strane, nové tdaje nie je
potrebné ziskavat, ak uz udaje boli ziskané v predoslych podobnych stidiach ¢i
experimentoch, ale niektoré analyzy zamerané na naplnenie cielov novej Studie
neboli realizované. V mnohych studiach sa totiz neanalyzuju vsetky ziskané
tdaje, pripadne sa nerobia vietky mozné analyzy. Udaje, ktoré boli ziskané
prvykrat v ramci stidie alebo experimentu, a ktoré neboli predtym analyzované,
oznadujeme aj ako primarne tdaje. Udaje, ktoré boli ziskané v minulosti niekym
inym su zasa oznacované aj ako sekundarne tdaje. K takymto tidajom patria
napriklad zdravotné zaznamy pacientov, interné zédznamy roznych institucii,
internetové zdroje, idaje publikované v ¢asopisoch a pod.

1.1 Metdédy zberu tdajov

Historicky najznamejsim sposobom ziskavania informécii pre odvodenie Statis-
tického popisu sledovanych charakteristik bolo tiplné séitavanie vsetkych objek-
tov, resp. subjektov, ktoré boli predmetom zaujmu. Napriklad, pravidelné sc¢i-
tanie obyvatelstva Zijuceho v konkrétnej oblasti alebo krajine. Aj ked si laicka
verejnost prave tento pristup Casto asociuje s pojmom Statistika, je potrebné
poznamenat, ze samotné zozbieranie informacii o vSetkych pozorovanych ob-
jektoch alebo subjektoch este nezarucuje spravne vyhodnotenie a interpretéacie
vysledkov. Preto je pri Statistickom uvazovani potrebné poznat nielen samotné
informécie, ale aj to, aké postupy boli pouzité na ich zber i za akych podmie-

11



12 Kapitola 1 Ziskavanie tdajov

nok boli zozbierané. To nam umozni okrem iného vykonavat opakovanie roznych
vyskumne orientovanych studii, ale aj objektivne porovnavanie ich vysledkov
s vysledkami ziskanymi inymi vyskumnymi timami pracujicimi na identickych
alebo pribuznych tlohach.

Hlavnym vychodiskom pri realizacii roznych typov vyskumnych tloh je for-
mulécia skimaného problému (pripadne skupiny problémov) a stanovenie cie-
Tov, ktoré mé planovany vyskum priniest. Kym v rameci jednoduchsich vyskum-
nych tloh sa moze jednat napriklad o dotaznikovy zber zékladnych faktov ¢i
vSeobecny opis aktudlneho stavu skiimaného problému, u komplexnych vedecky
orientovanych vyskumov st formulované a overované hypotézy, a na zaklade ich
vysledkov st odvodené praktické odporucania, ktoré ¢asto ovplyviujia dalsi vy-
voj a smerovanie v danej oblasti. Avsak, aby boli odvodené zavery relevantné
a spolahlivé, jednym zo zakladnych predpokladov je, aby boli spracovavané aj
relevantné a spravne udaje, a teda je potrebné vediet ako boli idaje ziskané,
t. j. je potrebné poznat pouzitii metodu zberu tudajov.

Realizacia vyskumu si okrem odbornych poznatkov riesitelov a vynaloZenia
zodpovedajiceho usilia vyzaduje vzdy aj financné a casové néklady, ktoré by
mali zodpovedat ziskanym informéaciam a dosiahnutému vysledku. ZniZenie na-
kladov je mozné zabezpecit napriklad vyuzitim uz existujicich udajov (udaje
z predoslych studii, existujice zdravotné zaznamy pacientov a pod.), ktoré su
sice rychlo k dispozicii, ale nemusia byt Gplné, aktualne ¢i zodpovedajice tcelu
vyskumu, kedZe mohli byt ziskavané s inym zamerom. Rovnako tak mdzu po-
chadzat od roznych zdrojov, ¢o jednak zvysuje riziko vzniku chyb v odvodenych
zaveroch a ich vyslednej interpretacii, ako aj znizuje moznosti nasledného opa-
kovania ¢i porovnavania vyskumnych studii. Na druhej strane, v zavislosti od
rieSenej problematiky, je casto nevyhnutné ziskat aktualne tdaje, napriklad na
skupine pacientov lieCenych novymi metédami pripadne novym liekom, kedy
musime pocitat tak s finanénymi, ako aj s ¢asovymi narokmi. S tymito fak-
tormi, okrem mnohych inych, je potrebné vzdy uvazovat pri planovani realizé-
cie vyskumnych tloh. Avsak, tato problematika uz nie je predmetom zaujmu
tejto ucebnice.

Vo vSeobecnosti je mozné definovat nasledovné zakladné skupiny zberu tda-
jov, v ramci ktorych je mozné identifikovat viacero dalsich podskupin (sposobov
realizdcie ziskavania pozadovanych informécii).

e Scitanie (populacie) — ziskava tdaje od kazdého subjektu (¢lena zaklad-
ného suboru — populécie). Poskytuje najpresnejsie informacie, ale je aj
¢asovo i finan¢ne naroc¢né.
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e Vyberovy prieskum — ziskava udaje z podskupiny (¢asti) zakladného
stuboru (populacie) na odvodenie charakteristik (celej) populécie. Potreb-
nych je menej personalnych, ¢asovych i finanénych zdrojov.

e Experiment — riaden4 studia (napriklad klinickd), kde sa vedci snazia po-
chopit zavislosti medzi jednotlivymi skiimanymi premennymi, t. j. stvis-
losti medzi pric¢inou a dosledkom. Analyzuje sa u¢inok (vplyv) nezavislej
premennej na zavisla (napriklad ac¢inok liecby). Systémovéa chyba (bias)
byva v porovnani so Stidiami, u ktorych nie je zber udajov realizovany
podla presne stanovenych podmienok mensia.

e Pozorovanie — skiima sivislosti medzi pri¢inou a dosledkom, avsak vy-
skumnici neovplyviuju zaradenie subjektov do jednotlivych skupin a ani
to, ktora skupina podstipi akua liecbu. Systémové chyba (bias) ma vAcsi
vplyv na vysledok, t. j. zavery mozu byt menej presné.

Metody zberu udajov patriace pod skupiny sc¢itania a vyberovych priesku-
mov st pouzivané na pochopenie skiimanych parametrov zakladného suboru
(populacie). Hlavné charakteristiky tychto dvoch kategorii su uvedené v ta-

bulke [l

Tabulka 1.1: Vlastnosti s¢itania a vyberového prieskumu.

Scitanie Vyberovy prieskum

- cela populécia - podskupina populécie

- presné hodnoty parametrov - odhaduje parametre populacie
- ¢asovo a finan¢ne narocné - rychlejsi, lacnejsi a jednoduchsi

Metody zberu tdajov patriace pod skupiny experimentov a pozorovani su
pouzivané na pochopenie zavislosti medzi skiimanymi premennymi. Hlavné cha-
rakteristiky tychto dvoch kategorii st uvedené v tabulke [I.2]

Tabulka 1.2: Vlastnosti experimentu a pozorovania.

Experiment Pozorovanie

- cielene vytvorené skupiny - prirodzene existujice skupiny
subjektov subjektov

- lie¢ba kontrolovana - ziaden vplyv vyskumnikov na
vyskumnikmi urcenie liecby

- viac nachylné na systémové

- mensie systémové chyby chyby




14 Kapitola 1 Ziskavanie tidajov
1.2 Zakladny a vyberovy sibor

Medzi najzakladnejsie pojmy Statistiky patria zakladny stbor a vyberovy si-
bor. V Statistickej literatiire sa tieto pojmy casto oznacuji aj ekvivalentnymi
pojmami odvodenymi z anglosaskej terminologie, ktorymi st populacia (popu-
lation) a vzorka (sample).

Zékladny stbor je mozné charakterizovat ako siibor vsetkych objektov alebo
subjektov (Statistickych jednotiek), ktorych Statistické znaky st predmetom
zaujmu (pozorovania, vyskumu) vyskumnikov v ich studii. Predstavuje teda
najvacsiu mozni mnozinu hodnoét nadhodnej veliciny — Studovanej premennej,
na ktorej mozeme realizovat studiu, napriklad vsSetci pacienti s urcitou diagno-
zou v danom ¢ase. Prirodzene, zlozenie zakladného suboru sa v ¢ase meni (novo
diagnostikovani pacienti, vylie¢eni pacienti, zomreli a pod.). Ak je zakladny st-
bor zlozeny z kone¢ného poc¢tu hodnot, potom hovorime o kone¢nom zakladnom
sibore. Na druhej strane, ak je zakladny sibor urceny tak, zZe méa nekonecni
postupnost hodndt, potom ho oznacujeme ako nekonecny zakladny subor. Vel-
kost zakladného suboru oznacujeme ako /N a je to celkovy pocet objektov alebo
subjektov v zdkladnom stbore.

Malokedy su vsak ziskavané pozadované tidaje pre vsetky objekty alebo sub-
jekty obsiahnuté v zakladnom stibore. Je totiz takmer nemozné ziskat tidaje od
kazdej Statistickej jednotky v kratkom c¢asovom intervale, disponovat mmnoz-
stvom potrebného vybavenia a zazemia, velkym poctom personalu s potreb-
nymi skusenostami ¢i zodpovedajucim finanénym zabezpecenim. Navyse, riziko
neziskania vSetkych tidajov by bolo prili§ vysoké, ¢o by v konecnom ddésledku
zvySovalo systémovi chybu (bias). éastejéie, najmé z vyssie uvedenych ¢aso-
vych, organiza¢nych, personalnych ¢i financénych doévodov, je v8ak pozorovany
len vybrany reprezentativny subor objektov alebo subjektov zékladného si-
boru, a takyto stibor potom oznacujeme ako vyberovy subor, t. j. vybrany
pocet Statistickych jednotiek reprezentujicich zékladny stibor. Napriklad na-
hodne vybrané skupina pacientov s danou diagnézou, pacienti z urcitého re-
gionu, pacienti konkrétnej vekovej skupiny a pod. Velkost vyberového stuboru
oznac¢ujeme ako n, pricom plati, ze n < N a reprezentuje pocet objektov alebo
subjektov vybranych do vyberového suboru zo zakladného stiboru.

V praxi nebyvaju skiimané vsetky charakteristiky ¢i vlastnosti jednotlivych
objektov alebo subjektov, ktori si predmetom zaujmu konkrétneho vyskumu
alebo cielene zameranej studie. Preto v ramci ich realizacie nie je pozadované
merat alebo ziskat vSetky informécie od jednotlivcov v zdkladnom stubore. T'ato
skutocnost zvyraznuje dolezitost urcenia skupiny pozadovanych merani. Potom
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Obr. 1.1: Zékladny stubor (vlavo) a vyberovy stbor (vpravo) Statistickych jednotiek.

mozeme hovorit o tzv. Statistickom zékladnom stibore reprezentujicom skupinu
merani alebo zdznamov nejakého Statistického znaku (veli¢iny), ktora zodpo-
veda celému stuboru jednotiek, pre ktoré sa maju odvodit zévery. Vyberovym
siborom zo Statistického zakladného siiboru potom bude stibor merani, ktoré
sa skuto¢ne zhromazduju pre potreby danej vyskumne;j tlohy.

Zakladny subor moze byt konecny, teda taky, ktory vieme fyzicky uviest
¢i popisat. Napriklad pacienti hospitalizovani v univerzitnej nemocnici, alebo
lieky dostupné v lekarni. AvSak, v mnohych pripadoch mdze byt zakladny stubor
abstraktny (hypoteticky) a moze vyplyvat zo skiimaného problému. Napriklad
zavery odvodené z vyberového suboru pacientov s urcitou diagnézou v aktu-
alnej studii mozu byt pouzité na odvodenie zéverov pre pacientov, ktori budu
mat takéto ochorenie v budicnosti. V oboch pripadoch zakladny subor vzdy
predstavuje ciel danej Studie, t. j. odvodzujeme zavery o zdkladnom subore
na zaklade statistickych jednotiek vybranych do vyberového stboru, ktoré st
ziskané procesom vzorkovania.

1.3 Vyber zo zakladného siuboru

Vyber statistickych jednotiek je jednou z hlavnych tloh, ktorad vyuziva spra-
vidla presne stanovené postupy na zabezpecenie reprezentativnosti vyberového
siboru reprezentujuceho zékladny subor, z ktorého je vyberovy stibor vybrany.
Vyberovy stubor vybrany zo zékladného suboru v rdmci nahodného experi-
mentu je oznaCovany aj ako ndhodny vyberovy stubor. Nahodnym vyberom
je tak mozné vybrat mnozstvo ndhodnych vyberovych suborov o velkosti n
zo zékladného suboru o velkosti V. Vyber ktorejkolvek Statistickej jednotky
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do vyberového suboru je zavisly na Sanci respektive pravdepodobnosti, Zze bude
dana statisticka jednotka vybrana zo zdkladného stuboru. Vo vseobecnosti, kazdy
prvok zakladného siboru by mal mat rovnaka pravdepodobnost, Ze sa stane
prvkom vyberového siboru. U jednoduchého nahodného vyberu by teda malo
platit, Ze o tom, ¢i sa vybrala alebo nevybrala jednotka zakladného suboru
rozhoduje len ndhoda.

Podla opakovatelnosti jednoduchého nahodného vyberu rozoznavame:

e ndhodny vyber s opakovanim — Statisticka jednotka je vyberana vzdy
z rovnakého zékladného siboru, t. j. moze byt zaradena do vyberového
stuboru viackrat (rozne Statistické experimenty kedy sa vybera napriklad
jedna karta vzdy z balika vSetkych kariet — po vybere sa karta vracia spat
do balika a nasleduje d'alsi vyber),

e ndhodny vyber bez opakovania — Statistickd jednotka moze byt vo vy-
berovom sibore len raz, t. j. pravdepodobnost vyberu jednotky zéavisi od
predchadzajucich vyberov (rozne klinické studie, kedy jeden pacient byva
zaradeny len do jednej skupiny, napriklad experimentalnej alebo kontrol-
nej).

Snahou vyberu vzoriek do vyberového stiboru je ziskat ¢o najviac informa-
cif pri zachovani fixnych nakladov. Okrem jednoduchého nahodného vyberu
sa vyuzivaju aj alternativne metédy. Jednou z nich je tzv. stratifikovany vy-
ber, kedy je z hladiska velkosti vzorky financne efektivnejsie prvky zékladného
siboru rozdelit do neprekryvajucich sa skupin — vrstiev. Potom jednoduchy na-
hodny vyber z kazdej vrstvy poskytne stratifikovani vzorku. Inou metédou je
systematicky vyber, pri ktorom sa namiesto vzorkovania kazdej jednotky naraz
zvoli vhodny interval rozdelenia jednotiek zakladného stiboru a pociatoény bod
vyberu sa vyberie ndhodne z prvého intervalu. Kazdy dalsi prvok sa néasledne
vyberie v rovnakych intervaloch.



Kapitola 2

Statistika a biostatistika

Aj neskiisenému ¢itatelovi je zrejmé, Ze Statistika je ovela viac nez iba vkladanie
hodnét do tabuliek textovych editorov ¢ tabulkovych kalkulatorov a ich pri-
padné grafické zobrazenie. Vo vSeobecnom ponimani pre nas Statistika predsta-
vuje vedu o ziskavani informacii z kvantitativnych a kvalitativnych tdajov. Od-
hliadnuc od rozmanitosti statistickych metdéd nam Statistika pontka moznosti
odpovedi na otazky stvisiace s pripravou, realizaciou a hodnotenim vyskum-
nych tdloh. Vieme napriklad urcit aké idaje a kol'ko ich potrebujeme ziskat, ako
ich mame organizovat a sumarizovat, ako ich vieme analyzovat a vyhodnocovat,
pripadne aj to, ako moézeme urcit silu odvodenych zaverov, ¢i vyhodnotit mieru
ich neistoty. To znamena, ze Statistika nam ponika metody, ktoré umoznuji
realizovat:

e navrh — planovanie a realizaciu vyskumnych studii,

e popis — sumarizaciu a skiimanie tdajov,

e zévery (inferenciu) — predpovedanie a zovSeobeciiovanie javov reprezento-

vanych tdajmi.

Okrem tohto globalneho zaberu je Statistika vedou, ktora sa zaoberé aj neis-
tymi javmi a udalostami. Preto je dnes Statistika aplikované prakticky vo vset-
kych vednych oblastiach. Pre cielovu skupinu ¢itatelov tejto ucebnice budu
samozrejme zaujimavé oblasti mediciny, napriklad zamerané na studium ucin-
nosti liecebnych postupov, pri¢in vzniku rakoviny, dedi¢nosti ochoreni, prognos-
tickych faktorov alebo potencidlnych rizik stvisiacich s konkrétnym ochorenim,
moznosti prezitia alebo zniZenia mortality a pod.

2.1 Matematicka a aplikovana statistika

Statistiku, resp. pristupy vyuzitia statistiky je mozné rozdelit do dvoch zaklad-
nych skupin (obrazok . Prvia skupinu tvori matematické Statistika, ktora sa
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zaobera samotnym vyvojom a overovanim matematického aparatu Statistiky:.
Vyzaduje si skiisenosti a detailné vedomosti z oblasti abstraktnej matematiky,
tak aby mohli byt Statistické metody vyuzitelné v praxi. Druhé skupina Sta-
tistiky predstavuje tzv. aplikovanu statistiku, ktora uplatiuje metody matema-
tickej statistiky v roznych odboroch, ako su napriklad ekonémia, psychologia,
verejné zdravotnictvo, medicina a pod. Jednou z takychto aplikac¢nych oblasti je
aj oblast bioStatistiky, ktora aplikuje Statistické metddy na riesSenie biologicky
a medicinsky orientovanych vyskumnych problémov.

{ Statistika ]

v v
/ Matematicka \ / Aplikovana \

Statistika Statistika
* vyvoj novych metdd Statistickej * uplatnenie metéd matematickej
inferencie Statistiky v Specifickych odboroch
* vyZzaduje detailné vedomosti (ekondmia, psycholdgia, verejné
abstraktnej matematiky, aby mohla zdravotnictvo a pod.)
byt implementovana do praxe * Biostatistika — aplikuje Statistické
metody na rieSenie medicinskych
a biologickych problémov

\l DN )

Obr. 2.1: Rozdelenie oboru statistiky.

Biostatistika tak predstavuje odbor s aplikaciami v mnohych oblastiach bio-
logie vratane laboratornych biologickych experimentov, epidemioldgie, medi-
cinskych vied, zdravotnickych vied, ostatnych vied o zivych organizmoch, za-
kladného biomedicinskeho vyskumu, rizik spojenych s vykonom povolania ¢i
dokonca pribuznych oblasti ekologie a ekonémie zdravia. Zaobera sa navrhom
studii, analyzou udajov, ale aj novych Statistickych technik s cielom rieSenia
problémov v oblastiach vied o Zivote.

2.2 Popisna a induktivna statistika

Statistiku podla jej Statistickych metod pouzivanych na hodnotenie pozorova-
nych udajov rozdelujeme do dvoch zakladnych skupin (obrézok . Oblast
Statistiky zaoberajica sa sumarizovanim, organizovanim a popisom udajov sa
nazyva popisna Statistika, Casto z anglosaskej literatury aj ako deskriptivna
Statistika. Popisné Statistika teda pozostava zo zakladnych Statistickych metod
pouzivanych na organizaciu a sumarizaciu informacii. Oblast Statistiky zaobera-
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jucu sa pouzivanim udajov vyberového suboru na odvodenie zaverov o idajoch
zakladného suboru oznacujeme ako induktivnu Statistiku, niekedy z anglosaskej
literatury aj ako inferenc¢nu statistiku. Induktivna statistika pozostéava z metod
na vyvodzovanie a meranie spolahlivosti zaverov o zakladnom sibore na za-
klade informéacii ziskanych z vyberového stiboru.

[ Statistika ]
I

v v
4 Popisna ) Induktivna )
Statistika Statistika
* ako triedit a sumarizovat ziskané * ako ziskat rozhodnutia o velkych
udaje skupinach tdajov (zakladny subor)
skumanim ich malej ¢asti (vyberovy
subor)

- J - J

Obr. 2.2: Rozdelenie metod Statistiky.

Popisna Statistika zahinha vytvaranie tabuliek, grafov a diagramov, ako aj
vypocty roznych popisnych charakteristik, medzi ktoré patria napriklad prie-
mery, miery variability, percentily a pod. Vo v8eobecnosti mozeme povazovat
popisnu Statistiku za zaklad dalgieho Statistického uvaZovania, ktorym zacina
analyza roznych vyskumnych tloh a studii. V predmetoch venovanych tvodu
do Statistiky ¢i biostatistiky sa snazime priméarne pochopit a zvladnut prave
problematiku popisnej statistiky:.

Induktivna Statistika zahina metody ako st napriklad bodovy a intervalovy
odhad hodnot, ¢i testovanie Statistickych hypotéz, ktoré su vsetky zalozené na
teorii pravdepodobnosti. Samotna tedria pravdepodobnosti potom tvori akési
prepojenie alebo premostenie medzi metédami popisnej a induktivnej statistiky;,
tak ako je to znazornené na obréazku [2.2]

Popisna a induktivna Statistika st teda navzajom prepojené a nemalo by
sa k ich vyuzivaniu pristupovat individualne. Takmer vzdy je potrebné pouzit
metody popisnej Statistiky na organizéciu a sumarizaciu informacii ziskanych
z vyberového siboru a az nasledne aplikovat metody induktivnej Statistiky
na detailnejsiu a dokladnejsiu analyzu skiimaného problému. NavysSe, prvotna
popisné analyza vyberového stiboru ¢asto odhaluje charakteristiky, ktoré veda
k rozhodnutiu o vybere a naslednom pouziti vhodnej induktivnej metody.
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2.3 Statistické veliciny

Veli¢ina predstavuje charakteristiku, resp. premennt, ktord moéze nadobudat

u roznych subjektov alebo objektov rozne hodnoty. Veli¢iny, nielen v Statistic-
kom sktimani, je mozné rozdelit do dvoch zakladnych skupin, ktoré tvoria:

kvalitativne veli¢iny — premenné, ktoré predpokladaju neciselné hod-
noty, t. j. hodnoty, ktoré popisujeme slovne. Hodnoty kvalitativnych ve-
liécin mozu vyplyvat z atributov oznacujucich kategorie (napriklad krvna
skupina, narodnost, troven vzdelania a pod.),

kvantitativne veli¢iny — premenné, ktoré predpokladaju ¢iselné hod-
noty, t. j. hodnoty, ktorymi st redlne ¢isla. Hodnoty kvantitativnych veli¢in
je mozné ziskavat meranim (napriklad teplota, vyska, hmotnost a pod.),
alebo spocitanim (napriklad pocet pacientov, pocet udalosti a pod.).

Kvalitativne veli¢iny d'alej rozdelujeme na:

nominalne veli¢iny — kategorie sa vzajomne vylucuju a st neusporadu-
vané, t. j. na poradi moznych hodnot nezalezi, kedze tieto st len nédzvami
(napriklad pohlavie, rodinny stav, narodnost, farba o¢i, krvna skupina
a pod.). Nominalne veli¢iny tvoria najnizsiu troven skily merania umoziu-
jucu identifikiciu objektu alebo subjektu, pricom tu neexistuje vyznamné
poradie, rozdiel medzi hodnotami ¢i vyznamovo definované nula,
ordinalne veli¢iny — kategoérie sa vzajomne vylucuju a st usporiadané,
t. j. poradie hodndt je dolezité (napriklad troven vzdelania, stadium ra-
koviny prsnika, stupenn daného ochorenia a pod.). Hodnoty ordinélnych
veli¢in je mozné porovnavat a urcit, ktoré si vicsie, mensie alebo rovnaké,
teda aj definovat ich poradie.

Kvantitativne veli¢ine je mozné dalej rozdelit na:

diskrétne veli¢iny — premenné, ktoré predpokladaji kone¢ny alebo spo-
¢itatelny pocet moznych hodnot, zvycajne ziskané pocitanim (napriklad
pocet tehotenstiev, pocet infarktov myokardu, pocet deti v rodine, pocet
obéznych pacientov, pocet dni hospitalizicie a pod.),

spojité veliCiny — premenné, ktoré predpokladaju teoreticky nekonecny
pocet moznych hodnot, obvykle ziskanych meranim (napriklad hladina
cholesterolu, hladina cukru v krvi, hmotnost, vyska, teplota a pod.).

Rozdelenie statistickych veli¢in je zobrazené na obrazku [2.3]
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Velic¢iny
Kvalitativne Kvantitativne
(Kategorické) (Numerickeé)
Nominalne Ordinalne Diskrétne Spojité
(neusporiadatelné) (moZné usporiadat) - pocet - hmotnost
- krvna skupina - stupen ochorenia tehotenstiev - vyska
- pohlavie - Uroven vzdelania... - dni v nemocnici... - telesna teplota...

- farba odi...

Obr. 2.3: Delenie statistickych veli¢in.

Kvantitativne veli¢iny, tak diskrétne, ako aj spojité, je mozné definovat na
intervalovej alebo pomerovej skale. V pripade, Ze je mozné zmysluplne porov-
nat rozdiely medzi hodnotami (meraniami) veli¢iny, t. j. ur¢it o kolko je jedna
hodnota véacsia alebo mensia ako ind namerana hodnota, potom takato kvan-
titativna veli¢ina je oznacovanéd ako intervalova veliCina. Intervalové veli-
¢iny maju definovanti jednotku merania, avsak nemaji prirodzent absolitnu
nulu. Ak je mozné porovnavat rozdiely medzi meraniami premennej a zaroven
aj pomery merani, potom je kvantitativna veli¢ina oznacovana ako pomerova
veli¢ina. Aby bol pomer merani zmysluplny, musi mat pomerova veli¢ina zmys-
luplny absolutny nulovy bod (absolitny zac¢iatok stupnice, pod ktory hodnota
veli¢iny nemoze klesnut), t. j. pomerova skila je intervalovou skélou s absoltt-
nym nulovym bodom (skutocnou absenciou meranej velic¢iny). Napriklad, ak
je prvy pacient vysoky 200 cm a druhy 160 cm (v tomto pripade nemoze byt
vyska pacienta zapornd), potom vieme urcit, ze prvy pacient je 1,25 krat vyssi
ako ten druhy:.
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Kapitola 3

Charakteristiky popisnej statistiky

Stubory ziskavanych a nespracovanych udajov vo vSeobecnosti pozostavaju z vel-
kého po¢tu merani alebo pozorovani, ktoré su casto velmi pocetné, a teda aj
komplikované na to, aby sa jednoduchym vizualnym porovnanim dali pochopit.
Ulohou popisnej Statistiky je preto z tychto siborov tdajov, ktoré st inak ne-
prehladné a spravidla individualne pre nezainteresované osoby ni¢ nehovoriace,
vytvorit organizované prehlady a sihrny. Popisna Statistika teda poskytuje spo-
soby, ako kondenzovat a organizovat ziskané informacie do siboru popisnych
charakteristik a vizualnych vystupov, tak aby bolo mozné pochopit a interpre-
tovat vyznam komplexnych tdajov.

Udaje st sumarizované spravidla pomocou jednotlivych hodnét, oznacova-
nych ako popisné charakteristiky. Hodnoty popisnych charakteristik je mozné
vypocitavat z:

e udajov vyberového suboru (vzorky)

e udajov zékladného suboru (populécie)

Na zaklade zdrojového stiiboru hodnoét, potom popisné charakteristiky vypo-
¢itané z udajov vyberového siboru oznacujeme aj ako statistiky a popisné cha-
rakteristiky ziskané z tdajov zédkladného suboru oznacujeme aj ako parametre,
t. j. st sumarizované numerickymi parametrami. Hodnoty zakladného stiboru
o velkosti V budeme oznacovat velkymi pismenami ako X, X, ..., X . Hod-
noty vyberového siboru o velkosti n budeme oznacovat malymi pismenami
ako 11,19, ..., 1, a st zname, kedZe su ziskavané pozorovanim alebo meranim
v ramci rieSenej vyskumnej tlohy:.

Parametre zakladného stuboru spravidla nie s zname a na ich odvodenie
st pouzivané statistiky vyberového siboru. To znamena, ze Statistika popisuje
charakteristiku vyberového stiboru, ktort je mozné néasledne pouzit na odvode-
nie zaverov o neznamych parametroch. Primarnym cielom vac¢siny vyskumne

23
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orientovanych studii st parametre zakladného stiboru a nie statistiky vypo-
¢itané z ndhodného vyberového siboru. Vyberovy stibor a Statistiky, ktoré ho
popisuju, st dolezité len pokial poskytuji informécie o neznamych parametroch
zakladného stuboru.

Aby bolo mozné $pecifikovat informacie o kvantitativnej alebo kvalitativnej
charakteristike Statistického stiboru hodnét je potrebné poznat odpovede na
nasledovné zakladné otazky:

1. Kde sa nachadza?
2. Ako velmi sa meni?
3. Aké je zastipenie jednotlivych udajov?

Vyznam popisnej Statistiky je tymto zrejmy a takmer samovysvetlujuci. Za-
kladné statistické charakteristiky uvadzané v popisnej Statistike je preto mozné
rozdelit do troch hlavnych skupin, ktorymi st:

e Charakteristiky polohy, nieckedy oznacované aj ako charakteristiky cen-
tralnej tendencie, ktoré charakterizuji troven hodnot statistického stiboru,
t. j. uréuju polohu, kde sa dané charakteristika v sibore hodnot nachadza.
Patria sem rozne priemery, ale aj median a modus.

e Charakteristiky variability, niekedy tiez uvadzané ako charakteristiky
rozptylenosti, ktoré charakterizuji mieru rozptylenia hodnot statistického
siboru, t. j. informuji nas o rozptyleni jednotlivych hodnoét okolo ich stred-
nych hodnot. Patria sem napriklad variacné rozpatie, kvartilové rozpatie,
kvantilové rozpatie, priemernéa odchylka, rozptyl, smerodajna odchylka ¢i
variacny koeficient.

e Charakteristiky tvaru, ktoré kvantitativne charakterizuju tvar rozdele-
nia hodnot statistického stiboru. Patria sem koeficienty Sikmosti a Spica-
tostl.

Pri beznom spracovani siborov tdajov sa casto uvadzaju len charakteristiky
z prvych dvoch skupin, aviak z pohladu komplexného popisu tdajov i ziskania
informéacii o celkovom rozlozeni tdajov v stiibore hodnot a naslednom vybere
vhodnych metod testovania Statistickych hypotéz by sme nemali zabtudat ani
na charakteristiky z tretej skupiny.

Charakteristiky popisnej statistiky a ich hodnoty st uzitocné najma v situ-
aciach, kedy chceme charakterizovat skupinu tdajov pomocou jednej hodnoty,
resp. jednym ¢éislom. Takato hodnota byva velmi uZito¢né pri prezentécii vy-
sledkov vyskumu, ale taktiez pri ich porovnavani (napriklad udaje pacientov



3.1 Charakteristiky polohy 25

z rOznych regionov, idaje ziskané v réznych obdobiach, iidaje z roznych vysku-
mov a pod.). Jedind hodnota pritom umozinuje velmi pohodlne reprezentovat
cely subor udajov tak malej, strednej, ako aj velkej vyberovej skupiny. Mohlo
by sa zdat, Ze popisna Statistika poniika idealne moznosti ako reprezentovat do-
lezité vlastnosti stiiboru tidajov iba pomocou jednej hodnoty alebo jedinej cha-
rakteristiky. Opak je vSak pravdou, a v skuto¢nosti vzdy potrebujeme pouzit
viac hodnot alebo charakteristik, aby sme poskytli ¢o najlepsi prehlad o ziska-
nom subore tdajov. Aj preto v sumarnom hodnoteni prezentujeme kombinaciu
charakteristik popisnej Statistiky vyssie uvedenych skupin, ktoré st pouzivané
na popis roznych vlastnosti obsiahnutych v stbore tidajov. Charakteristiky po-
lohy poskytuju napriklad centralnu hodnotu, okolo ktorej sa nachadzaju vsetky
ostatné hodnoty v stbore tidajov. Charakteristiky variability zasa kvantifikuju
rozdiely medzi hodnotami a tiez popisuju ako si udaje rozptylené voci cen-
tralnej hodnote alebo aky rozsah variacii je medzi hodnotami idajov. Charak-
teristiky tvaru st pouzivané na zistenie toho, ¢i existuje symetria hodnot od
centralnej hodnoty alebo aj toho, ako su hodnoty koncentrované.

3.1 Charakteristiky polohy

Hodnoty skiimanej veli¢iny st ¢asto koncentrované v okoli stredu udajov. Aj
preto sa charakteristiky polohy niekedy oznacuji ako charakteristiky central-
nej tendencie. Medzi typické charakteristiky polohy patria priemerné hodnoty;,
modus a median.

3.1.1 Aritmeticky priemer

Aritmeticky priemer je najcastejSie prezentovanym priemerom a charakteristi-
kou polohy, pricom pri jeho prezentécii sa zvycajne pouziva len pojem priemer
alebo priemerna hodnota. Aritmeticky priemer vyjadruje, aky objem hodnot
skiimanej Statistickej veli¢iny pripada v priemere na jednu Statisticka jednotku
siboru.

Aritmeticky priemer zakladného stboru (popula¢ny priemer) oznacu-
jeme ako 1 a vypocitame ho ako sumu vsetkych hodnot zédkladného stiboru
X1, Xo, ..., Xy, ktort vydelime rozsahom zékladného stiboru /V:

(3.1)

1 X1+X2—|— -+ Xy
Nz:: N
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pricom N — oo. Aritmeticky priemer zédkladného suboru 1 je parameter, ktory
zvyCajne nie je znamy, ale jeho hodnotu sa v statistickych analyzach, podobne
ako aj dalsie parametre zédkladného siboru snazime odhadnut.

Aritmeticky priemer vyberového stiboru (vyberovy priemer) = vypodi-
tame zo znamych hodnot vyberového suboru 1, 2o, . .., x,, s rozsahom n podla
vztahu (3.2)).

1 r1+ax2+ -+ T
» a=— n (3.2)
n
Vypocet aritmetického priemeru mézeme ilustrovat na nasledovnom priklade
nahodného vyberu.

Priklad 3.1. Pri merani hmotnosti stredoskolakov bola nadhodne vybrana

skupina 30 ziakov z roznych strednych skol. Ich hmotnosti v kilogramoch boli
zaznamenané do tabulky [3.1]

Tabulka 3.1: Hmotnosti ndhodne vybranych stredoskolakov.

Ziak Hmotnost Ziak Hmotnost Ziak Hmotnost
¢. 1 (kg) é. 1 (kg) é. 1 (kg)
1 39 11 49 21 61
2 66 12 60 22 42
3 61 13 57 23 53
4 63 14 52 24 57
5 64 15 65 25 63
6 38 16 57 26 60
7 59 17 48 27 51
8 57 18 59 28 62
9 57 19 46 29 61
10 50 20 60 30 63

KedZe sa jedna o vyberovy subor, sta¢i hodnoty hmotnosti stredoskolakov
dosadit do vztahu (3.2)). Potom bude aritmeticky priemer vyberového siuboru:

30
1 39+ 66 + 61 + 63+ 64+ ---+63 1680
TJ:Z$¢:++++++::56
30 &=

30 30

Nasim zaverom teda bude, Ze priemerna hmotnost 30 ndhodne vybranych
stredoskolakov je 56 kg.
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uﬂ Funkcie v MS Excel

AVERAGE(¢islol; ¢islo2, ...)

Funkcia AVERAGE vrati priemern hodnotu (aritmeticky priemer) jej argumentov. Ako
argumenty funkcie (Cislo1; Cislo2; ...) je mozné pouzit priamo hodnoty, z ktorych chceme
aritmeticky priemer vypocitat alebo odkazy na bunky (adresy buniek) tabulky MS Excel,
v ktorych st hodnoty ulozené.

Zakladné vlastnosti aritmetického priemeru su:

e jedine¢nost — pre dany stibor hodndt existuje len jeden aritmeticky prie-
mer,

e jednoduchost — aritmeticky priemer je zrozumitelny a je ho mozné Iahko
vypocitat,

e aritmeticky priemer je ovplyvneny kazdou hodnotou — kazda hodnota v st-
bore hodnot vstupuje do jeho vypocétu. To znamené, Zze ak stibor hodndt
obsahuje aj extrémne hodnoty, tieto vyznamne ovplyviuju vysledni hod-
notu aritmetického priemeru (vplyv neobvyklych /odlahlych hodnot),

e aritmeticky priemer nie je mozné pouzit pre kvalitativne tdaje.

Vplyv odlahlych hodnot na hodnotu aritmetického priemeru je mozné po-
chopit na nasledovnom priklade.

Priklad 3.2. V prieskume zameranom na kvalitu poskytovanej zdravotnej
starostlivosti boli okrem iného zaznamenané aj informacie o dobe ¢akania na
CT vysetrenie. Pét respondentov, ktori boli zahrnuti do prieskumu a navstivili
nemocnicu A uviedlo dobu ¢akania 3, 1, 90, 4 a 2 dni.

Priemernt dobu ¢akania vieme vypoéitat opat pomocou vztahu (3.2)):

3+1+90+4+2 100
5 5

Hodnota vysledného aritmetického priemeru nés informuje, Zze priemerna

=20

T =

doba cakania na CT vySetrenie v nemocnici A je 20 dni. Av8ak, uz na prvy po-
hlad vidime, Ze tato hodnota nekoresponduje so zastupenymi tudajmi a skres-
leny pohlad na dobu ¢akania sposobila jedind odlahld hodnota. Aj kvoli
tejto vlastnosti aritmetického priemeru je potrebné interpretovat jeho hodnoty
s ohladom na sposob, akym boli udaje ziskané (vid kapitola[l]), ako aj v spojent
s dalsimi charakteristikami popisnej Statistiky:.

Casto sa taktieZ stretavame s prezentaciou vysledkov roznych studii, ktoré
porovnavaji dve alebo aj viaceré skupiny udajov len na zéklade priemernych
hodnot vypocitanych z hodnot sledovanych veli¢in zozbieranych od zahrnutych
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Statistickych jednotiek. Mozné riziko takéhoto zjednoduseného vyuzitia Statis-
tiky si vysvetlime na rozsireni predoslého prikladu.

Priklad 3.3. V prieskume zameranom na kvalitu poskytovanej zdravotnej
starostlivosti uvedenom v priklade 3.2 boli zaznamenané aj informécie o dobe
cakania na CT vysetrenie u piatich respondentov, ktori navstivili nemocnicu B
a uviedli dobu cakania 21, 18, 22, 20 a 19 dni.

Priemernti dobu c¢akania na CT vySetrenie v nemocnici B vypocitame po-
mocou vztahu (3.2)):

214+184224+20+19 100
5 5

Priemerna doba ¢akania na CT vySetrenie v nemocnici B je 20 dni a je teda
rovnaka ako v nemocnici A. Mohlo by sa zdat, Ze na zaklade tejto informaécie
budt pacienti na CT vySetrenie ¢akat rovnako. AvSak, kym v nemocnici B st
vSetky zistené doby ¢akania blizko hodnoty 20 dni, u pacientov z nemocnice A
tomu tak nie je. Ako uz bolo uvedené vyssie, je potrebné overit pri¢inu vzniku
odlahlej hodnoty 90, ktora mohla vzniknut tak z objektivnych (mnozstvo po-
ziadaviek, obsadené terminy a pod.), ako aj subjektivnych (nedostavenie sa na
stanoveny termin, omyl pri evidencii zaznamu a pod.) dovodov. Bez tejto odlah-
lej hodnoty by bola priemerna doba ¢akania ovela mensia, a teda pre pacientov
vyhodnejsia. K rozhodnutiu o vybere nemocnice vsak nemusime dospiet len od-
stranovanim odlahlej hodnoty, ale aj pomocou dalSich charakteristik popisnej
Statistiky.

= 20

T =

nﬁ Funkcie v MS Excel

SUM(cislo1; ¢islo2; ...)
Funkcia SUM spocita vsetky Cisla v rozsahu buniek.

COUNT (hodnotal; hodnota2; ...)
Funkcia COUNT spocita pocet buniek v rozsahu, ktory obsahuje ¢isla.

SUBTOTAL(Gislo _funkcie; odkazl; odkaz2; ...)

Funkcia SUBTOTAL vracia medzistcet v zozname alebo databaze. Ak je prvy argument
(Cislo_funkcie) rovny 1, potom funkcia SUBTOTAL vrati aritmeticky priemer hodnot
ulozenych v bunkach, ktorych odkazy tvoria dalsie argumenty funkcie. Ak je prvy ar-
gument rovny 2, potom funkcia vrati pocet buniek v rozsahu, ktory obsahuje cisla. Ak
je prvy argument rovny 9, potom funkcia vrati sumu hodnét v rozsahu buniek, ktory
obsahuje ¢isla. Pouzitie funkcie SUBTOTAL ma svoje uplatnenie pri filtrovani zazna-
mov tabulky, kedy na rozdiel od funkcii AVERAGE, COUNT & SUM, vrati vysledok len
z hodnét uvedenych v zobrazenych bunkach, a teda do vypoctu sa nezahfhaji hodnoty
v skrytych bunkach.
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Aritmeticky priemer nie je jedinou priemernou hodnotou popisnej Statistiky,
kedze existuju mnohé dalsie typy priemernych hodnot. Niekolko z nich bude
uvedenych v nasledujtcich kapitolach.

3.1.2 Geometricky priemer

Geometricky priemer je pouzivany u veli¢in, ktorych hodnoty narastaji geomet-
ricky a vyjadruje priemernt velkost zmeny (napriklad pri ¢asovych radoch
v ekonomii, biologii a pod.). Je tiez vhodny, ak sibor pozorovani obsahuje
extrémne hodnoty, ktoré su vyrazne vécsie ako vacsina ostatnych hodnot v si-
bore. AvSak je potrebné si uvedomit, Ze je ho mozné pouzit len pre kladné
¢isla.

Geometricky priemer 7, vyberového stiboru n pozorovani nezdpornych hod-
not je definovany ako n-t4 odmocnina stic¢inu hodnot vsetkych pozorovani:

Ty (3.3)

Geometricky priemer hodnot doby ¢akania pacientov na CT vySetrenie v ne-
mocnici A z prikladu 3.2 vypocitame podla vztahu (3.3) takto:

T, = v/3.1.90.4.2 = V2160 = 4,643984 = 4, 64

Priemerné doba ¢akania pacientov na CT vySetrenie v nemocnici A, vypoci-
tana ako geometricky priemer hodnot doby ¢akania pacientov na CT vySetrenie
je tak 4,64 dna. V porovnani s aritmetickym priemerom, ktory je 20 dni sme
blizsie k hodnotam, ktoré su viac zastupené v tomto malom vyberovom stbore
a bol minimalizovany vplyv extrémnej hodnoty 90. Na druhej strane, geomet-
ricky priemer doby ¢akania pacientov na CT vysetrenie v nemocnici B z prikladu
3.3 je 19,95 dni, ¢o je blizko aritmetického priemeru, kedZe v tomto vyberovom
stbore nebola pritomna extrémna hodnota.

Priklad 3.4. Predpokladajme, Ze v rdmci vstupnych vySetreni pacientov na
internom oddeleni boli zaznamenavané hodnoty krvného tlaku. U desiatich pa-
cientov boli zaznamenané pozorovania systolického krvného tlaku v mmHg tak,
ako st uvedené v tabulke 3.2

Aritmeticky priemer hodnot systolického krvného tlaku je 125 mmHg, o je
viac ako devit z desiatich pozorovanych hodnot, kedZe hodnota 180 mmHg po-
stiva priemer doprava. Geometricky priemer je 123,9 mmHg a je menej ovplyv-
neny touto extrémnou hodnotou. Ak by sa hodnota 180 mmHg zmenila na este
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Tabul'ka 3.2: Hodnoty systolického krvného tlaku.

Pacient Systolicky Pacient Systolicky
¢. 1 KT (mmHg) ¢. 1 KT (mmHg)

1 122 6 120
2 116 7 118
3 120 8 114
4 180 9 120
3 118 10 122

extrémnejsiu hodnotu, potom by bol aritmeticky priemer ovplyvneny este viac,
ale geometricky priemer o nieco menej. Geometricky priemer je zvycajne blizko

medianu (vid kapitola [3.1.4)).

Zakladné vlastnosti geometrického priemeru su:

e jedinecnost — pre dany stbor hodnot existuje len jeden geometricky prie-
mer,

e geometricky priemer je pouzitelny na kladné kvantitativne hodnoty,

e vplyv extrémnych hodnot na vyslednt hodnotu geometrického priemeru je
minimalny i napriek tomu, Ze do jeho vypoctu st zahrnuté vsetky hodnoty;,

e vynasobenim vsSetkych hodnot pévodného stiboru konstantnym ¢islom sa
rovnakym ¢islom néasobi aj geometricky priemer.

ﬂﬂ Funkcie v MS Excel

GEOMEAN(cislo1; ¢islo2; ...)
Funkcia GEOMEAN vrati geometricky priemer pola alebo rozsahu kladnych ciselnych
adajov.

PRODUCT (hodnotal; hodnota2; ...)
Funkcia PRODUCT vynasobi vsetky Cisla zadané ako jej argumenty, t. j. vrati sacin
vsetkych Ciselnych hodnét v rozsahu buniek.

SUBTOTAL(Cislo _funkcie; odkazl; odkaz2; ...)

Funkcia SUBTOTAL vracia medzistcet v zozname alebo databaze. Ak je prvy argument
(Cislo _funkcie) rovny 6, potom funkcia SUBTOTAL vrati stcin vsetkych €iselnych hod-
nét uloZzenych v bunkach, ktorych odkazy tvoria dalsie argumenty funkcie, pricom do
vypoctu sa nezahfnaji hodnoty v skrytych bunkach.

3.1.3 Harmonicky priemer

Harmonicky priemer, podobne ako geometricky priemer vyuzivame v pripade
pritomnosti hodnot v sibore, ktoré sa odlisuju od vacsiny pozorovanych hod-
not. Kym geometricky priemer je pouzivany na obmedzenie vplyvu extrémnych
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hodnot, harmonicky priemer je pouzivany na rieSenie vplyvu odlahlych hod-
not. Harmonicky priemer sa zvyc¢ajne pouziva na vypocet priemernych rych-
losti alebo inych mier ¢i pomerov (napriklad vypocet priemernej rychlosti ak
st vzdialenosti konstantné a cas premenlivy, priemernej rychlosti ak st tsekoveé
priemerné rychlosti rozne a pod.). Hodnoty vyberového stboru vSak nesmu
obsahovat nulové hodnoty.

Harmonicky priemer 7, vyberového suboru n pozorovani je definovany ako
podiel poctu hodnoét vsetkych pozorovani a sumy ich prevratenych hodnét. Je
to teda prevratenou hodnotou aritmetického priemeru prevratenych hodnot:

T = 5 = - (3.4)
Zl S
-1 T T Ty

Harmonicky priemer hodnot doby ¢akania pacientov na CT vySetrenie v ne-
mocnici A z prikladu 3.2 vypocitame podla vztahu (3.4)) takto:

_ i) :
=11 1 1 1:2,387268:2,39

371 0172
Priemerna doba ¢akania pacientov na CT vySetrenie v nemocnici A, vypoci-

tana ako harmonicky priemer hodnot doby ¢akania pacientov na CT vySetrenie
je 2,39 dna. V porovnani s aritmetickym priemerom je harmonicky priemer
umiestneny uprostred najvacsieho vyskytu hodnét a odlahla hodnota 90 ma
na harmonicky priemer minimalny vplyv. Ak vypocitame harmonicky priemer
doby cakania pacientov na CT vySetrenie v nemocnici B z prikladu 3.3, ziskame
hodnotu 19,89 dni. Harmonicky priemer je mensi ako geometricky a aritmeticky
priemer. Grafické znézornenie hodnot doby ¢akania pacientov na C'T vySetrenie
v nemocnici A a troven jednotlivych priemerov st uvedené na obréazku [3.1]
Zakladné vlastnosti harmonického priemeru su:

e jedinec¢nost — pre dany stbor hodnot existuje len jeden harmonicky prie-
mer,

e harmonicky priemer je pouzitelny na kladné kvantitativne hodnoty,

e vplyv extrémnych hodnét na vysledni hodnotu harmonického priemeru je

minimalny i napriek tomu, ze do jeho vypoctu st zahrnuté vsetky hodnoty:.

EE Funkcie v MS Excel

HARMEAN(Gislo1; €islo2; ...)
Funkcia HARMEAN vrati harmonicky priemer mnoziny kladnych ciselnych adajov.
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Doba cakania pacientov na CT vySetrenie
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Obr. 3.1: Doba ¢akania pacientov na CT vySetrenie v nemocnici A a troven aritmetického
(Cervend), geometrického (modré) a harmonického (zelend) priemeru.

3.1.4 Median

Okrem roznych priemerov, nielen tych, ktoré uz boli uvedené v predoslych ka-
pitolach, existuji aj iné charakteristiky na definovanie alebo vypocet stredu
mnoziny hodndt. Velmi ¢asto pouzivanou charakteristikou polohy je median.

Median 7 je hodnota rozdelujuca usporiadany sibor hodnot s rozsahom n
(hodnoty musia byt usporiadané spravidla do neklesajticej postupnosti) na dve
rovnaké casti (napriklad mensie a vacsie ¢isla). Cisla v prvej Casti si mengie
nanajvys rovnaké ako median a ¢isla v druhej ¢asti hodnét st vacsie alebo
rovnaké ako median.

Median je teda prostredna hodnota stboru usporiadanych hodnét. V pri-
pade, ak je pocet pozorovanych hodnot v subore neparny, uréime median podla
vztahu (3.5)):

(n+1)

T = Tta hodnota (3.5)

Median pre dobu ¢akania pacientov na CT vySetrenie v nemocnici A z pri-
kladu 3.2 potom urcime ako tretiu hodnotu usporiadanych dob ¢akania, kedze
sibor obsahuje 5 hodnot a prostrednou je préve tretia hodnota. Vzostupne
usporiadané hodnoty si: 1, 2, 3, 4 a 90. Medianom doby ¢akania pacientov na
CT vySetrenie v nemocnici A su 3 dni.

Podobne pre hodnoty z prikladu 3.3 (18, 19, 20, 21 a 22 dni) identifikujeme,
ze median doby ¢akania pacientov na CT vySetrenie v nemocnici B je rovny 20
dnom.
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Ak je pocet hodnot v stibore parny, potom je medidnom priemer (aritme-
ticky) dvoch prostrednych hodnét a uréime ho podla vztahu ({3.6)):

n+2

gta hodnota + ta hodnota

~ 2
T = 5 (3.6)

Ak sa pozrieme na priklad 3.1, z rozsahu siboru hodn6t hmotnosti (parny
pocet) je zrejmé, ze uprostred sa nachédzaji dve hodnoty, t. j. 15-ta a 16-ta.
Usporiadana neklesajtuca postupnost hmotnosti stredoskolédkov je: 38, 39, 42,
46, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 57, 57, 57, 57, 57, 59, 59, 60, 60, 60, 61, 61, 61, 62,
63, 63, 63, 64, 65 a 66. 15-ta hodnota je rovnéa 57 kg a 16-ta hodnota je 59 kg.
Median vypocitame podla vztahu takto:

57+59

58
2

T =

Potom median hmotnosti 30 ndhodne vybranych stredoskoldkov sa rovna
58 kg. V tomto pripade sa ani hodnota medidnu (58 kg), ani hodnota arit-
metického priemeru (56 kg) v hodnotach vyberového stiboru nenachadza. To
poukazuje na dalsiu vlastnost tychto Statistickych charakteristik, a sice, Ze ich
hodnoty nemusia byt zastipené v skupine pozorovani.

Zakladné vlastnosti medianu st:

e jedine¢nost — pre dany stubor hodnot existuje len jeden medién,
e jednoduchost — median je mozné lahko ur¢it (vypodcitat),

e median nie je ovplyvneny kazdou hodnotou — len jednou, resp. dvoma,
nachadzajicimi sa v danom stibore pozorovani. To znamené, Ze extrémne
hodnoty neovplyviiujia vyslednt hodnotu medianu (ziaden vplyv neobvyk-
lych/odlahlych hodnot),

e median je mozné vo vSeobecnosti najst len pre kvantitativne veli¢iny. V nie-
ktorych pripadoch v8ak mozno median najst aj pre ordinalne kvalitativne
premenneé.

EE Funkcie v MS Excel

MEDIAN(Cislo1; &islo2; ...)
Funkcia MEDIAN vrati hodnotu v strede mnoziny danych ciselnych adajov.
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3.1.5 Modus

Modus 7 je najCastejSie sa vyskytujica hodnota v sibore n pozorovani. Ak
st vSetky hodnoty rézne, alebo ak st pocetnosti vsetkych zastipenych hodnot
rovnaké, potom subor pozorovani nemé ziaden modus. Stubor pozorovani méze
obsahovat aj viac ako jeden modus.

Modus je zvyc¢ajne vypocitavany pre velké subory diskrétnych udajov, avsak
je ho mozné urcovat pre vSetky typy velicin. Vo svojej podstate nam poskytuje
informaciu o hodnote, ktora méa vyssiu pravdepodobnost vyskytu pri pozorovani
zéakladného siboru. Je to teda reprezentativna charakteristika pouzitelna pri
predpovedani hodnoét. Zjednodusene je ju mozné urcit ako:

T=uxy, . (3.7)

kde, z; . predstavuje hodnotu s najviac¢Sou pocetnostou, pre ktoru plati, Ze jej
pocetnost f,,.. = 2 a zaroven plati, Ze aspon jedna pocetnost ostatnych hodnot
v stubore je mensia, alebo aspon jedna pozorovana hodnota je jedinecné, t. j.
vyskytuje sa len raz.

Modus je teda charakteristikou, ktoré suvisi s vrcholom (vrcholmi) rozdele-
nia pocetnosti. Ak rozdelenie pocetnosti obsahuje iba jeden vrchol, potom je
rozdelenie hodnot unimodélne, ak ma rozdelenie pocetnosti dva vrcholy, potom
je rozdelenie hodnot bimodalne atd.

Pre hodnoty z prikladu 3.1 zistime, Ze najcastejsie vyskytujica sa hodnota
hmotnosti stredoskolakov je hodnota 57 kg, ktora sa vo vyberovom subore vy-
skytuje b krat. Vsetky ostatné hodnoty sa vyskytuju menej ¢asto. Teda modu-
som hmotnosti 30 nahodne vybranych stredoskolakov je 57 kg.

Ak sa pozrieme na priklad 3.1 komplexne, zistime, ze hmotnost vyberového
siboru stredoskolakov vykazuje aritmeticky priemer 56 kg, modus 57 kg a me-
dian 58 kg. V niektorych pripadoch st tieto hodnoty priblizne rovnaké, v inych,
ako je aj tento, s medzi nimi vicSie ¢i mensie rozdiely. Tieto informécie budu
predmetom dalsich analyz, napriklad v skimani normality tudajov i rozhodovani
o vybere vhodnej metddy testovania Statistickych hypotéz. Ak maja hodnoty
stboru pozorovani normélne rozdelenie (st symetricky rozlozené), potom arit-
meticky priemer, median a modus st rovnaké.

V priklade 3.4 najdeme taktiez jeden modus, ktorym je hodnota systolického
krvného tlaku 120 mmHg nachadzajtca sa v stibore 3 krat. V tomto pripade
je hodnota 120 mmHg aj medianom systolického krvného tlaku, t. j. median
aj modus su rovnaké a lezia nalavo od aritmetického priemeru, ktory je rovny
hodnote 125 mmHg.
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Zakladné vlastnosti modusu su:

e jednoduchost — modus je zrozumitelny a je ho mozné ahko vypocitat,

e modus nie je ovplyvneny kazdou hodnotou — extrémne hodnoty neovplyv-
nuju jeho vyslednt hodnotu (ziaden vplyv extrémnych /odlahlych hodnot),

e modus je mozné urcit pre kvantitativne aj kvalitativne veli¢iny.

ﬂﬂ Funkcie v MS Excel

MODE.SNGL(¢islol; ¢islo2; ...)
Funkcia MODE.SNGL vrati hodnotu, ktora sa v poli alebo rozsahu tGdajov vyskytuje
alebo opakuje najcastejsie.

MODE.MULT (&islo1; cislo2; ...)

Funkcia MODE.MULT vrati zvislé pole najcastejsie sa vyskytujtcich alebo opakujacich
sa hodnét v poli alebo rozsahu tdajov. MODE.MULT pouzijeme v pripadoch, ak sa
v skupine Gdajov méze vyskytovat viac ako jeden modus.

Aj ked je najcastejSie prezentovanou charakteristikou polohy aritmeticky
priemer, ktory je vypocitavany zo vsetkych hodnoét siboru, poukéazali sme aj
na pripady kedy je jeho pouzitie nevhodné, resp. minimalne poskytuje skreslené
zavery. V pripade, ak sibor hodndt obsahuje tidaje, ktorych rozdelenie je pre-
zentované viacerymi vrcholmi (napriklad bimodalne), alebo ak spracovavame
kvalitativne idaje, potom preferujeme pouzitie modusu. Ak je rozdelenie tida-
jov asymetrické, potom je vhodnejsie pouzit median. Statistické stbory sa vsSak
lisia nielen v drovni hodnoét sledovanych veli¢in, ale aj ich variabilitou, ktora
charakterizuje mieru rozptylenia hodnot okolo charakteristik polohy:.

3.2 Charakteristiky variability

Namerané alebo pozorované hodnoty ziskavané v rdmci roznych vyskumnych
tloh st zvycajne rozptylené v intervaloch ocakavanych, pripadne sledovanej
veli¢ine zodpovedajicich hodnot. Uréenie rozptylenia hodnot si vyzaduje vypo-
¢et charakteristik, ktoré tuto variaciu popisuju. Medzi najdolezitejSie popisné
charakteristiky variability idajov patria rozptyl a smerodajné odchylka. Okrem
tychto dvoch charakteristik v8ak vyuzivame aj dalsie, ktoré nielen rozsiruju po-
pis udajov, ale su dolezité aj z pohladu ich analyzy a interpretécie vysledkov.
Vo v8eobecnosti je mozné charakteristiky variability rozdelit na charakteristiky,
ktoré su ovplyvnené:

e len niektorymi hodnotami v sibore — na ich uréenie/vypocet st pouzité len
niektoré hodnoty, napriklad variacné rozpéatie, kvantilové rozpétie, kvarti-
lové rozpatie, kvartilova odchylka a pod.,
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e vietkymi hodnotami v sibore — na ich uréenie/vypocet st pouzité vietky
hodnoty, napriklad priemerna odchylka, rozptyl, smerodajna odchylka, va-
riaény koeficient a pod.

3.2.1 Variacné rozpatie

Variacné rozpétie R je najbeznejSou a najjednoduchsou charakteristikou popisu
rozlozenia tidajov. Je urcéena ako rozdiel medzi najvacsou a najmensou ziskanou
hodnotou v stibore pozorovani:

R = LTmaz — Tmin (38>

kde x,,,, reprezentuje najvacsiu (maximum) a x,,;, najmensiu (minimum) hod-
notu.

Velkéa hodnota variacného rozpétia znamené, Ze najvicsia a najmensia hod-
nota v sibore pozorovani sa vyrazne lisia. Variacné rozpéatie je vSak velmi vy-
razne ovplyviiované jednou ¢i dvoma extrémnymi hodnotami (na oboch stra-
nach rozlozenia hodnot). Je preto iba pribliznou charakteristikou variability
hodnoét sledovanej veli¢iny a neposkytuje ziadnu informéciu o tom, ako velmi
sa hodnoty v stbore pozorovani lisia.

Najmensou hodnotou hmotnosti z prikladu 3.1 bola hodnota 38 kg a naj-
vacsou hodnota 66 kg. Rozdiel medzi tymito dvoma hodnotami urcuje varia¢né
rozpéatie hmotnosti stredoskolékov a hovori o tom, Ze najtazsi stredoskolék je
o 28 kg tazsi ako najlahsi stredoskolak vo vyberovom stubore stredogkolakov.

Podobne v pripade hodndt systolického krvného tlaku z prikladu 3.4 mozeme
urcit, ze varia¢né rozpéatie hodnot systolického krvného tlaku je 66 mmHg, ako
vysledok rozdielu najvacésej hodnoty 180 mmHg a tej najmensej v pozorovanom
stubore. Tu sa v8ak uz prejavil vplyv extrémnej hodnoty, kedze vSetky ostatné
hodnoty sa nachadzaju v okoli medidnu 120 mmHg, a ktorych varia¢né rozpéatie
by bez tejto extrémnej hodnoty bolo 8 mmHg.

Variacné rozpétie R je vhodné skor pre malé subory nameranych hodnot,
kedze poskytuje len obmedzené informécie o rozptyleni hodnot. Vyuziva sa
napriklad pri kontrole kvality. Kvocient medzi najvacsou a najmensou hodnotou
vyberového suboru je koeficient variacného rozpéitia /A ':

K = Tmax (39)

LTmin
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Varia¢né rozpitie R je mozné taktiez dat do stvislosti s priemernou hod-
notou (aritmeticky priemer) vyberového siboru 7 a uréit relativne variacné
rozpatie:

Rrel —

g (3.10)

Na uzitocnost variacného rozpétia v spojeni s informéciou o priemernej hod-
note mozeme poukéazat na tdajoch z prikladov 3.2 a 3.3. U oboch bol aritme-
ticky priemer rovny hodnote 20 dni, avSak v pripade doby ¢akania na CT vySet-
renie v nemocnici A je variacné rozpétie 89 dni, koeficient varia¢ného rozpétia
90 a relativne variacné rozpétie 4,45. V nemocnici B st to hodnoty varia¢ného
rozpatia 4 dni, koeficientu variacného rozpatia 1,22 a relativneho varia¢ného
rozpatia 0,2. Z tychto informacii je zrejmé, Ze kym v prvom pripade existuji
medzi tdajmi znacné rozdiely, v druhom st doby ¢akania na CT vySetrenie
priblizne rovnaké.

ﬂﬂ Funkcie v MS Excel

MIN(&islol; ¢islo2; ...)
Funkcia MIN vrati najnizsie Cislo z mnoziny hodnét, ignoruje logické hodnoty a text.

MAX(¢islol; &islo2; ...)
Funkcia MAX vrati navyssiu hodnotu z mnoziny hodnét, ignoruje logické hodnoty a text.

3.2.2 Medzikvartilové rozpatie a medzikvartilova odchylka

Variacné rozpétie R je silne ovplyviiované extrémnymi ¢i odlahlymi hodno-
tami. V pripadoch, kedy mame dostatoc¢ne vel'ké subory analyzovanych hodnét,
je mozné tento vplyv eliminovat aj odstranenim krajnych hodnét z ich uspo-
riadanej postupnosti. V tejto suvislosti sa v Statistike ¢asto uvadzaju kvartily
a medzikvartilové rozpatie R.

Kvartily je mozné chapat ako hodnoty, ktoré rozdeluju sibor usporiadanych
udajov na Styri rovnako velké ¢asti. Prvy kvartil (); oddeluje najmensich 25%
hodnét od najvacsich 75% hodnot. Druhy kvartil () rozdeluje subor hodnot
na dve rovnaké polovice, a je teda medianom pozorovanych hodnot. Treti kvar-
til )3 najmensich 75% hodnot od najvicsich 25% hodnot. Jednotlivé kvartily
usporiadanej postupnosti suboru 7 hodnot urc¢ime podla vztahu (3.11)):
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(n+1)

Q1 = 1 ta hodnota
2 1

Qo = % ta hodnota (3.11)
3 1

Q3 = % ta hodnota

V zéavislosti od poc¢tu hodnot n, moézu byt kvartily identifikované ako kon-
krétne hodnoty z danej postupnosti, alebo ako priemery dvoch susednych hod-
not. Zjednodusene povedané, prvy kvartil (); je medianom prvej polovice men-
sich hodnoét, druhy kvartil ()5 je medianom vsetkych hodnot a treti kvartil ()3
je medidnom druhej polovice vacsich hodnot. Ak indexy (n —1)/4, 2(n—1)/4
alebo 3(n — 1)/4 nie st prirodzené ¢isla, potom je mozné pouZit interpolaciu
medzi okolitymi prvkami a vypocitany kvartil uz nemusi byt jednou z hodnot
vstupného stuboru tdajov (interpolaciu vyuziva vicsina vypoctovych nastrojov,
napriklad aj MS Excel).

éiselny rozdiel medzi tretim a prvym kvartilom suboru urcuje jeho medzik-
vartilové rozpéatie:

Ro= Q35— (3.12)

Medzikvartilové rozpétie teda Specifikuje rozsah prostrednych 50% usporia-
danych hodnot, kedZe st z neho vylucené pripady 25% najviacsich a 25% naj-
mensich hodnét. Inymi slovami je mozné povedat, Ze je to vzdialenost medzi
75. a 25. percentilom (vid nasledujica kapitola [3.2.3)).

Medzikvartilovii odchylku hodnét pozorovanej veli¢iny potom definujeme
vztahom:

Rg  Q3— G

@= 2

(3.13)

V priklade 3.1 mame vyberovy stbor 30 hmotnosti stredoskoldkov. Median
rozdeluje ttuto skupinu na 15 mensich hodnét a 15 vécsich hodnét (je aritmetic-
kym priemerom 15. a 16. hodnoty). Prvy kvartil potom predstavuje 8. hodnotu
(rozdel'uje mensie hodnoty na dve rovnaké polovice) a treti kvartil 23. hodnotu
(rozdeluje vicsie hodnoty na dve rovnaké polovice). Usporiadana neklesajtca
postupnost hmotnosti stredoskolakov z prikladu 3.1 je: 38, 39, 42, 46, 48, 49,
50, 51, 52, 53, 57, 57, 57, b7, 57, 59, H9, 60, 60, 60, 61, 61, 61, 62, 63, 63, 63,
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64, 65 a 66, pricom hodnoty, ktoré urcuju prvy kvartil, median a treti kvartil
st podciarknuté. Medzikvartilové rozpéatie hmotnosti stredoskolakov je:

Rg =61 —51 = 10 kg

a medzikvartilova odchylka hmotnosti stredoskolakov je:

10
= — =5k
Q 5 g

Do vypoc¢tu prvého () a tretiecho ()3 kvartilu je mozné zahrnut aj median
(druhy kvartil). Potom prvy kvartil bude aritmetickym priemerom 8. a 9. hod-
noty a treti kvartil aritmetickym priemerom 22. a 23. hodnoty. Jednotlivé cha-
rakteristiky popisnej statistiky mozu byt v zavislosti od charakteru vyskumnej
prace uvedené s komentarom v texte hodnotenia, sumarizované v prehladnej
tabulke, alebo znazornené graficky. Grafickd sumarizéacia doteraz odvodenych
udajov k prikladu 3.1 méze byt znazornena pomocou krabicového grafu (nie-
kedy oznacovany aj ako skatulovy).

Hmotnost stredo$kolakov
70T

Xmax = 66 kg
65T
Q:=61k
0t ~3 g
— Xx=58kg
g 55 1 x X =56kg
8 501 Q,=51kg
g
£ 451
407 Xmin = 38 kg
357
30

Obr. 3.2: Krabicovy graf hmotnosti stredoskolakov.

Krabicovy graf predstavuje obdlznik, ktory ohrani¢uje dolny a horny kvartil
hodnédt zasttpenych v sibore. Obdlznik je vnutri predeleny ¢arou na trovni
medianu (druhého kvartilu, resp. 50. percentilu). Vygka obdlznika reprezentuje
medzikvartilové rozpétie. éiary (fiizy) nakreslené od tohoto obdlznika smeruju
k najvacsej a najmensej hodnote v stibore. Rozdiel medzi tymito hodnotami re-
prezentuje variacné rozpétie. Do krabicového grafu bola pre nazornost vlozena
aj hodnota priemeru (krizik uprostred obdlznika) a tiez popisy, ktoré reprezen-
tuju vypocitané charakteristiky popisnej statistiky. Krabicovy graf je mozné
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znazornit vertikilne, tak ako je to na obréazku [3.2] alebo aj horizontélne. Pri
porovnavani udajov z viacerych stiborov st v grafickych prezentacidch zobra-
zované vedla seba krabicové grafy vSetkych suborov tdajov.

V predchadzajicich kapitoldach uz boli viackrat spominané odlahlé, resp.
extrémne hodnoty, ktoré sposobuju skreslenie Statistickych charakteristik. Od-
[ahlé hodnoty mozu poukazovat na to, ze vyberovy sibor neméa normélne rozde-
lenie, avsak nepouzivaju sa ako test hypotézy na urcenie normality. Pri popisnej
Statistike je preto potrebné analyzovat a vysvetlit mozné dévody pritomnosti,
pripadne poévod odlahlych hodnét.

Jednym zo sposobov ako definovat hranice pre odlahlé hodnoty je pouzi-
tie medzikvartilového rozpétia . Potom hranice odlahlych hodnét, horna
a dolné, vieme urc¢it podla vztahu (3.14)):

Qd = Ql - 17 5RQ
(3.14)

Qn = Qs+ 1,5Rg

Dolné a horna hranica odl'ahlych hodnot $pecifikuje oblast, mimo ktorej je
mozné povazovat akékolvek hodnoty za odlahlé. Tieto hranice je mozné zobrazit
v krabicovom grafe (obrazok fizmi namiesto maximalnej a minimalnej
hodnoty, pricom existujuce odlahlé hodnoty st zobrazované ako samostatné
body.

Pre hodnoty hmotnosti z prikladu 3.1 by bola hodnota dolnej hranice (),
rovné 36 kg a hodnota hornej hranice (), rovna 76 kg, a kedze minimum (38 kg)
aj maximum (66 kg) hodnot hmotnosti stredoskolakov lezia medzi tymito hod-
notami hranic, mozeme konstatovat, ze v danom vyberovom stubore sa odlahlé
hodnoty nenachadzaju.

EE Funkcie v MS Excel

QUARTILE.EXC(pole; kvart)
Funkcia QUARTILE.EXC vrati kvartil definovany argumentom kvart z mnoziny tdajov

a mensie ako 1.

QUARTILE.INC(pole; kvart)
Funkcia QUARTILE.INC vréati kvartil definovany argumentom kvart z mnoziny adajov
definovanej argumentom pole na zaklade hodnét percentilov od 0 do 1 vratane.

3.2.3 Kuvantily a kvantilové rozpatia

V predchéadzajicej kapitole bol popisany Specificky pripad kvantilového rozdele-
nia udajov a nasledného urcenia jeho rozpatia, kedy bol subor tidajov rozdeleny
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na Styri rovnaké casti. Pri rieSeni praktickych tloh sa vSak stretavame aj s inymi
rozdeleniami hodndt pomocou kvantilov, ktoré su sice charakteristikami polohy
(podobne ako minimum ¢ maximum), ale na ich zaklade vieme néasledne defi-
novat charakteristiky variability, medzi ktoré patria aj rozpétia i odchylky.

Kvantily pouzivame na ziskanie podrobnejsiecho popisu rozdelenia hodndét
v stbore. Vo v8eobecnosti je mozné chapat kvantil ako hranicu, ktora rozdeluje
sibor udajov na dve ¢asti. V jednej casti st hodnoty stiboru, ktoré si men-
Sie alebo nanajvys rovné kvantilu a v tej druhej st hodnoty vécsie, pripadne
rovné kvantilu (v zavislosti od pocetnosti konkrétnych hodnot nachadzajucich
sa v okolf dan¢ho kvantilu).

Najjemnejsie pouzivané rozdelenie velkych stiborov hodnét je rozdelenie na
100 rovnakych casti. V takom pripade kvantil oznacujeme ako percentil. V pri-
pade percentilov je subor usporiadanych tdajov rozdeleny na rovnaké casti,
z ktorych kazda obsahuje 1% hodnot. Pre prvy percentil potom plati, ze 1%
hodnoét je mensich alebo nanajvys rovnych ako prvy percentil a 99% hodnot
je vacsich, pripadne rovnych prvému percentilu. Druhy percentil potom odde-
Tuje 2% mensich alebo nanajvys hodnot rovnych druhému percentilu a 98%
hodndt vécsich, pripadne rovnych druhému percentilu. Treti percentil oddeluje
3% mensich alebo nanajvys hodnot rovnych tretiemu percentilu a 97% hodnot
vacsich, pripadne rovnych tretiemu percentilu atd. Medzipercentilové rozpétie
tak obsahuje 98% hodnot, pricom 1% hodnot zlava a 1% hodnot sprava je
odstranenych.

Inym, ¢asto vyuzivanym rozdelenim stiboru hodnét sa decily, ktoré rozdeluji
hodnoty na desat rovnakych ¢asti. V tomto pripade plati, Ze prvy decil oddeluje
10% hodnot, ktoré st mensie alebo nanajvys rovnaké ako prvy decil a 90%
hodnot, ktoré su véicsie, pripadne rovnaké ako prvy decil. Druhy decil dalej
oddeluje 20% mensich alebo nanajvys hodnot rovnych druhému decilu a 80%
hodnot vacsich, pripadne rovnych druhému decilu atd. Medzidecilové rozpétie
tak obsahuje 80% hodnot, pricom 10% hodnot zlava a 10% hodndt sprava je
odstranenych.

Vo vseobecnosti, ak je stibor usporiadanych hodnoét rozdeleny na o rovna-
kych casti, t. j. ¢asti s rovnakou pravdepodobnostou p = 1/a, potom k-ty
kvantil uré¢ime podla vztahu (3.15)):

1
Qr = kn+1) ta hodnota (3.15)
o
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Kvantilové rozpétie, ktoré urc¢uje vzdialenost medzi dolnym a hornym kvan-
tilom potom vypocitame ako:

Rg= Qa1 — @ (3.16)

Aj tu plati, Ze pouzivanie kvantilovych rozpéati minimalizuje vplyv extrém-
nych, resp. odlahlych hodnot.

Typy jednotlivych kvantilov, ich ndzvy a zakladné charakteristiky st pre-
hl'adne uvedené v tabulke 3.3

Tabulka 3.3: Typy kvantilov.

Nazov Pocet Pocet Vel'kost Vel'kost
kvantilov Casti casti (%) rozpétia (%)
medidn 1 2 50 -
tercily 2 3 33,33 33,33
kvartily 3 4 25 50
kvintily 4 5t 20 60
sextily 5) 6 16,67 66,66
septily 6 7 14,29 71,42
oktavily 7 8 12,5 75
nonily 8 9 11,11 77,78
decily 9 10 10 80
percentily 99 100 1 98

3.2.4 Priemerna odchylka

Inym pristupom ku kvantifikicii variability hodndt v sibore, nez je hladanie
hrani¢nych hodnét a urcéovanie ich rozpéti, je vyuzitie vSetkych hodnot a hla-
danie ich rozdielov od priemernej hodnoty. Tieto rozdiely st nasledne sprieme-
rované. Takouto charakteristikou je napriklad priemerna odchylka.

Rozdielom individuélnej hodnoty x; od priemeru = je vzdialenost:

pricom ak je rozsah siboru n hodnot, potom méame n takychto rozdielov.

Pre hodnoty mensie ako priemer budu tieto rozdiely zaporné a pre hodnoty
vacsie ako je priemer budi rozdiely kladné. Z tychto rozdielov je mozné vypoci-
tat priemernt hodnotu, avSak suma rozdielov bude vzdy rovné nule. Je to dané
tym, Ze priemerné hodnota je stredom vSetkych hodndt a preto stcet vsetkych
zapornych rozdielov bude vzdy rovnaky ako sucet vSetkych kladnych rozdielov
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Doba ¢akania pacientov na CT vySetrenie
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Obr. 3.3: Doba ¢akania pacientov na CT vySetrenie v nemocnici B a rozdiely pozorovanych
hodnot od priemeru.

s opa¢nym znamienkom. Ttuto vlastnost si vysvetlime na hodnotach z prikladu
3.3, ktoré st zobrazené na obrazku |3.3|

Priemerna doba ¢akania na CT vySetrenie je 20 dni. Rozdiely jednotlivych
hodnot od priemeru teda sa: 1, -2, 2, 0 a -1 a ich stcet je rovny 0, rovnako
ako bude sucet rozdielov hodnot od priemeru v ktoromkolvek inom subore
tdajov. Nulovy bude teda vzdy aj aritmeticky priemer tychto rozdielov, ¢o nam
neumozni kvantifikovat variabilitu hodnot siboru. Avsak, riesenim je pouzit
priemernt odchyklu e , ktorta vypoc¢itame ako aritmeticky priemer absolatnych
hodnot vsetkych odchylok od ich priemeru:

1 n
= — i — X 3.18
= lei-a (319

Potom priemerné odchylka doby ¢akania na CT vySetrenie v nemocnici B je
1,2 dna, vypocitana podla vztahu (3.18)):

121 — 20| 4+ |18 — 20| 4 |22 — 20| + |20 — 20| + [19 — 20| 6

e = — —

5 5

Podobne zistime, Ze priemerna odchylka doby c¢akania na CT vySetrenie
v nemocnici A z prikladu 3.2 je 28 dni, kedZe plati, Ze:

13— 20|+ |1 — 20| + |90 — 20| + |4 — 20| + |2 — 20| 140
e = —
5 5

7 informécii o Statistickych charakteristikach vidime, Ze priemerné doby c¢a-
kania na CT vysSetrenie boli u oboch skupin rovnaké, ale priemerné odchylky

=1,2

=28
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poukazuji ze, doby Cakania st rozdielne a pacienti v nemocnici A mozu cakat
na CT vySetrenie vyrazne dlhsie, alebo aj vyrazne kratsie ako 20 dni.

ﬂﬂ Funkcie v MS Excel

ABS(¢islo)
Funkcia ABS vrati absolatnu hodnotu ¢isla, t. j. ¢islo bez znamienka.

3.2.5 Rozptyl

Absolutne hodnoty rozdielov hodnot od priemeru, pouzité vo vypocte priemer-
nej odchylky odstranuju vplyv znamienok a zabezpecia, Ze ich suma nebude
vzdy nulovi. Inou moznostou, ako odstranit vplyv znamienka je pouzit druhé
mocniny odchylok od priemeru. Umocnenim odchylky A, na druht odstranime
vplyv znamienka (vSetky umocnené odchylky si kladné) a zaroven zvyraznime
odl'ahlé, resp. extrémne hodnoty v danom stibore. Odchylky, ktorych absolitne
hodnoty st malé, t. j. mensie ako 1 umocnenim budu eSte menSie a naopak,
hodnoty velkych odchylok sa umocnenim eSte zvyraznia. Aritmeticky priemer
stvorcov odchylok hodnét (umocnenych na druhi) od ich aritmetického prie-
meru predstavuje najcastejSie pouzivanu charakteristiku variability, ktorou je
rozptyl. Rozptyl zdkladného suboru vypocitame podla vztahu:

N
7= Sy (3.19)
i=1
kde N je velkost zékladného suboru a p je aritmeticky priemer zékladného
siboru.
Ak budeme povazovat hodnoty z prikladu 3.1 za hodnoty zakladného stiboru
(teoreticky, inak by to mali byt hodnoty hmotnosti vsetkych stredoskolakov),
potom ich rozptyl vypocitame dosadenim hodnot do vztahu (3.19)):

> (39—156)+ (66 — 56)* + -+ + (63 — 56)> 1682
B 30 30
Rozptyl zakladného siiboru hmotnosti stredogkolakov je 56,07 kg2. Podobne,
ak by boli hodnoty systolického krvného tlaku z prikladu 3.4, hodnotami za-
kladného stiboru, potom ich rozptyl:

, (122 —125)% 4 (116 — 125)° + - - + (122 — 125)> 3418
g = —
10 10

Rozptyl zdkladného stiboru systolického krvného tlaku je 341,8 mmHg?. Hod-
noty zakladného suboru vsak vac¢sinou nie st zndme a preto vo vicsine studif

— 56,0666

— 341,8
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vypocitavame Statistické charakteristiky z vyberového stiboru a charakteristiky
zakladného stboru odhadujeme.

Rozptyl hodnot a1, zo, - - -, x,, vyberového suboru o velkosti n vypocitame
podla vztahu ([3.20)):

2o L > (o= 1) (3.20)

kde 7 je priemernéd hodnota a n — 1 predstavuje pocet stupiiov volnosti, ktory
uprednostiiujeme pred samotnym pouzitim n pri odhadoch ¢i testovani hypo-
téz (ktoré budu diskutované v dalsich kapitolach). Delenie ¢islom n — 1 nam
dava najlepsi matematicky odhad rozptylu zakladného suboru, aj ked pre velké
vzorky je rozdiel zanedbatelny. Pocet stupnov volnosti je spojeny so Statistikou
¢i statistikami. Napriklad ¢islo 1 je tu spojené s jednou sStatistikou, ktorou je
rozptyl. V inych pripadoch, kde bude uvazovanych viacero statistik, bude toto
¢islo zodpovedat poctu Statistik.

Rozptyl vyberového siboru hodnot z prikladu 3.1 potom vypocitame dosa-
denim hodno6t hmotnosti do vztahu (3.20)):

. (39 — 56)° + (66 — 56)° + - - + (63 — 56)° 1682
B 29 29

58

Rozptyl vyberového siboru hmotnosti stredogkolakov je 58 kg?. Podobne,
pre hodnoty systolického krvného tlaku z prikladu 3.4 bude rozptyl:

o (122 —125)° 4 (116 — 125)* + - - + (122 — 125)° 3418

_ — 379.77
° 9 9 !

Rozptyl vyberového suboru hodnot systolicktho krvného tlaku je
379,78 mmHg?.

Cim je hodnota rozptylu vacsia, tym viac st hodnoty distribuované od ich
strednej hodnoty a naopak. Specificky pripad by nastal, ak by boli vSetky hod-
noty pozorovanej veli¢iny rovnaké. Vtedy je rozptyl rovny 0.
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nﬂ Funkcie v MS Excel

VAR.P(&islo1; ¢islo2; ...)
Funkcia VAR.P vypocita rozptyl zdkladného stboru, ktory bol zadany ako argumenty
funkcie, pricom ignoruje logické hodnoty a text.

VAR.S(¢islo1; &islo2; ...)
Funkcia VAR.S vrati odhad rozptylu na zaklade vyberového stboru, vo vypocte ignoruje
logické hodnoty a text.

SUBTOTAL(Gislo _funkcie; odkazl; odkaz2; ...)

Funkcia SUBTOTAL vracia medzistcet v zozname alebo databaze. Ak je prvy argument
(Cislo _funkcie) rovny 11, potom funkcia SUBTOTAL vrati rozptyl zakladného saboru
z Ciselnych hodnét ulozenych v bunkach, ktorych odkazy tvoria dalsie argumenty fun-
kcie. Ak je prvy argument funkcie rovny 10, potom funkcia SUBTOTAL vrati odhad
rozptylu na zaklade vyberového stiboru. Vo vypocte funkcie SUBTOTAL sa nezahfnaji
hodnoty v skrytych bunkach.

3.2.6 Smerodajna odchylka

Pozornému citatelovi urcite neuslo, ze hodnoty rozptylu st uvadzané v Stvor-
coch (kvadratoch) jednotiek danej veli¢iny. Napriklad rozptyl hmotnosti je
v kg2, rozptyl vysky v m?, rozptyl krvného tlaku v mmHg? atd. Takéto pre-
zentacia vysledkov je sice matematicky spravna, aviak z pohladu interpretacie
a pochopenia suvislosti naroc¢na.

Z tohoto ddévodu sa v prezentacidch Statistickych charakteristik castejSie
pouziva smerodajna odchylka, ktorad je udavana v mernych jednotkach danej
veliciny. Smerodajna odchylka nam tak poskytuje informaciu o tom, ako sa
v priemere liSia jednotlivé hodnoty od aritmetického priemeru, a to v oboch
smeroch, t. j. v kladnom aj zapornom. Je vypocitavana ako druhé odmocnina
rozptylu. Smerodajné odchylka zakladného stiboru ¢ potom bude vypocitana
ako:

N
o=Vo?= %Z (X; — p)* (3.21)

1=1

Ak budeme povazovat hodnoty z prikladu 3.1 za hodnoty zékladného si-
boru, potom ich smerodajni odchylku vypocitame ako odmocninu rozptylu
zakladného siuboru o2

o = /56,07 = 7, 487768 = 7, 49

Smerodajna odchylka zakladného stiboru hodndt hmotnosti stredoskolakov
je teda 7,49 kg. Podobne, ak by sme predpokladali, Ze hodnoty systolického
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krvného tlaku z prikladu 3.4, st hodnotami zakladného suboru, potom ich sme-
rodajna odchylka bude:

o= /341,8 = 18, 487834 = 18,49

t. j. smerodajna odchylka zakladného suboru hodnoét systolického krvného tlaku
je 18,49 mmHg. KedZe hodnoty zakladného stiboru vicésinou nie st zname, aj
tu castejsie vypocitavame smerodajni odchylku z hodnot vyberového staboru.
Smerodajnt odchylku vyberového suboru s vypoc¢itame podla vztahu:

n

o=Vt = |2 > (xi— ) (3.22)

n—14%
=1

Smerodajna odchylka vyberového stiboru hodnot hmotnosti stredoskolédkov
z prikladu 3.1 potom bude s = /58 = 7,615773 = 7,62 kg. Podobne, pre
hodnoty systolického krvného tlaku z prikladu 3.4 bude smerodajna odchylka
vyberového siboru s = /379,78 = 19,487888 = 19,49 mmHg. Hodnoty
smerodajnej odchylky v jednotkach skiimanej veli¢iny st takto jednoduchsie
interpretovatelné a pochopitelné. Vyznam smerodajnej odchylky pochopime a]
z grafického znéazornenia, kde na obrazku st prezentované hodnoty hmot-
nosti stredoskolakov z prikladu 3.1.
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Obr. 3.4: Hmotnost stredoskoldkov a priemerné rozdiely od priemernej hodnoty dané hod-
notou smerodajnej odchylky.

Cierne body na obréazku |3.4| znazornuju jednotlivé hmotnosti stredoskolakov.
Cervena ¢iara je priemernou hodnotou = (56 kg) a modré ¢iary urcéuju oblast
s vyskou 2s, ktora vznikla pripoc¢itanim a odpocitanim hodnoty smerodajnej
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odchylky s (7,62 kg) od priemernej hodnoty hmotnosti z. Pripominame, Ze mo-
dus hmotnosti 7 je 57 kg a median 7 je 58 kg, teda st to hodnoty vacsie ako
priemer. Tieto charakteristiky vyberového siboru potvrdzuje aj vyssia koncen-
tracia bodov (hmotnosti) v hornej ¢asti rozdelenia hodnot, t. j. nad priemerom.
Ak by sme hmotnost vynasali na x-ovej osi, hovorime Ze lezia napravo od prie-
mernej hodnoty. Taktiez je zrejmé, Ze hodnoty v spodnej ¢asti (mensie hodnoty,
pri prezentécii na x-ovej osi lezia nalavo) maju vicsiu variabilitu, ¢o moze byt
znakom asymetrie rozlozenia tudajov (bude diskutované v dalsich kapitoléach).

nﬁ Funkcie v MS Excel

STDEV.P(cislo1; ¢islo2; ...)
Funkcia STDEV.P vypocita smerodajn odchylku zakladného saboru, ktory bol zadany
ako argumenty funkcie, pricom ignoruje logické hodnoty a text.

STDEV.S(&islo1; cislo2; ...)

Funkcia STDEV.S vrati odhad smerodajnej odchylky na zaklade vyberového siboru, vo
vypocte ignoruje logické hodnoty a text.

SQRT (&islo)

Funkcia SQRT vrati druhtt odmocninu &isla.

SUBTOTAL(Cislo funkcie; odkazl; odkaz2; ...)

Funkcia SUBTOTAL vracia medzisicet v zozname alebo databaze. Ak je prvy argu-
ment (Cislo funkcie) rovny 8, potom funkcia SUBTOTAL vrati smerodajna odchylku
zakladného suboru z éiselnych hodnét ulozenych v bunkach, ktorych odkazy tvoria dal-
Sie argumenty funkcie. Ak je prvy argument funkcie rovny 7, potom funkcia SUBTOTAL
vrati odhad smerodajnej odchylky na zaklade vyberového suboru. Vo vypocte funkcie
SUBTOTAL sa nezahfnaji hodnoty v skrytych bunkach.

3.2.7 Variacny koeficient

Rozptyl s? aj smerodajné odchylka s st v Statistickych analyzach uzito¢nymi
charakteristikami variability hodnot jednej velic¢iny (premennej) v danom vybe-
rovom stbore. Niekedy je vSak potrebné porovnat variabilitu viacerych veli¢in,
napriklad v dvoch réznych stiboroch tidajov. V takychto pripadoch nie je mozné
pouzit samostatny rozptyl alebo smerodajni odchylku. Udaje dvoch roznych
veli¢in totiz mozu mat bud rozne jednotky alebo veliéiny moézu mat rozne prie-
mery. Na porovnanie preto pouzivame mieru relativnej variability, ktora nie je
zavisla ani od jednotiek a ani od hodno6t priemerov.

Charakteristikou variability vhodnou na porovnavanie dvoch stiborov a ich
veli¢in je variacny koeficient v, ktory predstavuje bezrozmerné ¢islo a vypo-
¢itame ho ako podiel smerodajnej odchylky a aritmetického priemeru podla
vztahu (3.23):
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(3.23)

v =

S w

kde s je smerodajné odchylka a 7 je aritmeticky priemer hodnot sledovaného
vyberového stuboru.

Variacny koeficient mozno povazovat za mieru variability idajov vo vztahu
k priemeru tdajov a niekedy sa vyjadruje v percentach, t. j. variabilita dana
smerodajnou odchylkou je vyjadrend v percentach aritmetického priemeru.

Vtedy je vztah (3.23) upraveny takto:
v = 2100% (3.24)
T

Pomocou varia¢ného koeficientu tak vieme urcit, aj v pripade ak si rozptyly
alebo smerodajné odchylky dvoch veli¢in rovnaké, ¢i st hodnoty viac rozptylené
v prvom alebo v druhom stibore. Zaver, ze dva subory hodnot majua rovnaka
variabilitu lebo maji rovnaki smerodajni odchylku, odvodeny len z hodnoty
smerodajnej odchylky a bez dalsich charakteristik je totiz mylny.

Pripomenme si opat priklady 3.2 a 3.3, kde sme sledovali dobu cakania na
CT vysetrenie v dvoch roznych nemocniciach a porovnajme ich variabilitu po-
mocou variacného koeficienta. Variacné koeficienty doby ¢akania v nemocnici
A a v nemocnici B budi:

39,15
vg = ——100% = 195, 74%
20
1,58
vp = ’2—0100% =7,91%

7 vypocitanych hodnét variacného koeficientu je vidiet, ze variabilita doby
¢akania pacientov na CT vySetrenie v nemocnici A je vyrazne vyssia ako varia-
bilita doby ¢akania v nemocnici B.

Priklad 3.5. Predpokladajme, Ze v rdmci vstupnych vysetreni pacientov na
internom oddeleni boli zaznamenavané hodnoty krvného tlaku. U desiatich pa-
cientov z prikladu 3.4 boli zaznamenané aj hodnoty diastolického krvného tlaku
v mmHg tak, ako st uvedené v tabulke [3.4, Pomocou varia¢ného koeficientu
porovnajme variabilitu hodnot systolického a diastolického krvného tlaku.

Ak vypocitame charakteristiky popisnej Statistiky pre stibor pozorovanych
hodnot diastolického tlaku zistime, Ze jeho priemernd hodnota r sa rovna
82 mmHg, medidn 7 je 80 mmHg, modus & je 80 mmHg, rozptyl s? sa rovna
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Tabul'ka 3.4: Hodnoty diastolického krvného tlaku.

Pacient Diastolicky Pacient Diastolicky
¢. 1 KT (mmHg) ¢. 1 KT (mmHg)

1 80 6 80
2 62 7 74
3 30 8 62
4 130 9 80
3 76 10 96

379,56 mmHg? a smerodajna odchylka s je 19,48 mmHg. Smerodajné odchylky
diastolického a systolického krvného tlaku st teda rovnakeé.
Vypocitajme pre obe sledované veli¢iny variacné koeficienty podla vztahu

(3.23). Ak variaény koeficient diastolického krvného tlaku oznacime ako vp
a systolického krvného tlaku ako vg potom:

19,48
- 2 —1
vs 195 00% 5,59%
19,48
vp = 8’—0100% = 23, 76%

Z vypocitanych hodnot variaéného koeficientu je vidiet, ze variabilita dias-
tolického krvného tlaku je vyssia ako variabilita systolického krvného tlaku.

3.3 Charakteristiky tvaru

Charakteristiky tvaru popisuji ako st udaje v ramci stuboru udajov distribu-
ované. Spravidla ich asociujeme s grafickou prezentaciou, avSsak vzor ich roz-
loZzenia vieme popisat aj ¢iselne, a to pomocou koeficientov Sikmosti a Spica-
tosti. Samotny tvar rozlozenia kvantitativnych tdajov je mozné popisat, ak st
hodnoty logicky usporiadatelné tak, aby mohli byt premennou zobrazovanou
na x-ovej osi. Tvar distribucie neusporiadatelnych kvalitativnych tdajov nie je
mozné popisat, kedze idaje nie su ¢iselné. Informacie o tvare distribucie udajov
nam mozu pomoct pri identifikacii inych popisnych statistik. Napriklad, ktora
charakteristiku polohy je vhodné pouzit na popis suboru udajov.

Pri rieseni vyskumnych tloh a statistickom hodnoteni ziskanych tdajov sa
stretavame s pripadmi, kedy méa subor udajov a ich rozlozenie:

e jeden vrchol — unimodalne rozdelenie, ktoré je mozné dobre popisat Sik-
mostou a S$picatostou, ktoré su tretim a Stvrtym centralnym momentom
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distribu¢nej funkcie (distribticia pocetnosti). Poznamenavame, ze druhy
centralny moment distribu¢nej funkcie koresponduje s rozptylom,

e viac vrcholov — multimodalne rozdelenie, ktoré popisujeme polohou a vys-
kou jednotlivych vrcholov.

Pri popisovani rozlozenia tidajov by sme sa mali pozerat prave na zoSikmenie,
pripadne nadmernt Spicatost, ktoré lepsie reprezentuji extrémy suboru udajov
nez samotny priemer.

3.3.1 Sikmost

Sikmost (skewness), resp. koeficient Sikmosti charakterizuje smer a stupen asy-
metrie rozdelenia hodnot. Asymetriu posudzujeme voci idedlnemu symetric-
kému rozdeleniu, ktorym je normalne rozdelenie, pricom asymetrické rozdelenie
pozorovanych tidajov moze byt reprezentované krivkou, ktorej jedna strana je
posunuta, ¢i skor natiahnutd smerom dolava alebo doprava.

Predpokladajme, Ze mame vyberovy stibor hodnot rozsahu n, potom koefi-
cient Sikmosti vypocitame podla vztahu (3.25)):

b = L=l (3.25)

kde 7 je aritmeticky priemer vyberového stiboru a s je smerodajna odchylka
vyberového stuboru.
Priklad symetrického a asymetrického rozdelenia zobrazuje obrazok [3.5]

N 1

f(x)
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Obr. 3.5: Symetrické (modré), pravostranne asymetrické (zelené) a Tavostranne asymetrické
(Cervené) rozdelenia.
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Symetrické rozlozenie, akym je aj tzv. normalne rozlozenie (zname aj ako
Gaussovo rozlozenie) ma priebeh krivky rozlozenia idajov v tvare zvona a jeho
koeficient Sikmosti je rovny nule. Normélne rozdelenie mé priemer, modus aj
median rovnaky. Symetrické rozdelenie okolo strednej hodnoty = je na obrazku
B.5] znazornené modrou ¢iarou. Prava aj lava strana rozloZenia su rovnakeé,
t. j. st zrkadlovym obrazom. Ak je koeficient Ssikmosti b; blizky nule, potom sa
rozdelenie hodndt blizi k symetrickému. U takychto rozdeleni, ktoré povazujeme
za symetrické, su priemer, modus aj median priblizne rovnakeé.

Ak je koeficient Sikmosti b; < 0, potom je rozdelenie zoSikmené dolava,
tzv. Tavostranna Sikmost. Lavostrannt Sikmost oznacujeme aj ako negativna
sikmost, a hodnoty na lavej strane vykazuja vacsiu variabilitu ako hodnoty na
strane pravej. Negativna Sikmost je na obrazku [3.5 znazornené ¢ervenou ¢Giarou.
Analogicky, ak je koeficient Sikmosti by > 0, potom je rozdelenie zoSikmené
doprava, tzv. pravostranna Sikmost. Pravostranni Sikmost oznacujeme aj ako
pozitivna Sikmost a hodnoty na pravej strane vykazuji vacsiu variabilitu ako
hodnoty na strane lavej. Pozitivna sikmost je na obrazku[3.5]znazornené zelenou
clarou.

U zosikmenych rozlozeni méa priemer x tendenciu lezat na tej istej strane roz-
loZenia, na ktort je rozlozenie zoSikmené. Ako uz bolo uvedené vyssie, u symet-
rického rozlozenia sa priemer, modus a median zhoduju. Zvyc¢ajné rozmiestnenie
tychto charakteristik polohy (zéavisi v8ak od konkrétnych tidajov) u jednotlivych
typov symetrického a asymetrického rozlozenia je zobrazené na obrazku [3.6]

Negativna Sikmost Symetrické rozloZenie Pozitivna $ikmost

priemer
modus
median

priemer medidn modus modus medidn priemer

Obr. 3.6: Negativne zosikmené rozlozenie (vlavo), symetrické rozlozenie (v strede) a pozitivne
zoSikmené rozlozenie (vpravo).

Pre unimodalne rozlozenia vo vSeobecnosti plati, zZe:

o o N » .
e u negativnej Sikmosti (lavostrannej) je priemer mensi ako medién,
e u pozitivnej Sikmosti (pravostrannej) je priemer vacsi ako median,
e u Sikmosti rovnej 0 (symetrické rozdelenie) sa priemer a median rovnajiu.
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Koeficient Sikmosti pre vyberovy stbor udajov z prikladu 3.1 vypocitame
dosadenim hodndt hmotnosti stredoskolakov do vztahu [3.25] Pripomenieme, Ze
vel'kost vzorky n je 30, priemerna hodnota hmotnosti = je 56 kg a smerodajné
odchylka s je 7,62 kg.

1
il ((39 —56)* + (66 — 56)> + - + (63 — 56)3>

_ 30 _
by = 37 = —0, 8802

Koeficient Sikmosti b, hodnoét hmotnosti stredoskolakov je -0,8802 ¢o signa-
lizuje, Ze udaje st negativne zoSikmené, t. j. viac distribuované na lavej strane.
Na tuto skutocnost sme uz poukazali aj v kapitole [3.2.2] a graficky na obrazku
8.2l Negativny charakter rozlozenia bol prezentovany aj v kapitole [3.2.6] na ob-
razku [3.4] kde boli mensie hodnoty udajov (pod priemerom) rozlozené vo vicse]
oblasti. Aj tu je pozorované, ze priemer = (56 kg) je mensi ako median = (58 kg).

Asymetriu rozlozenia, a teda aj Sikmost je mozné pozorovat aj pomocou kra-
bicovych grafov. Priklad symetrického a asymetrického rozlozenia v krabicovych
grafoch je zobrazeny na obrazku [3.7]

Q1 X Q3

Q, X Qs

Obr. 3.7: Krabicové grafy symetrického (modry), pozitivne Sikmého (zeleny) a negativne
sikmého (Cerveny) rozdelenia.

Z modrého krabicového grafu na obrazku [3.7], ktoré znazoriuje symetrické
rozdelenie je vidiet, Ze median aj priemer (oznac¢eny krizikom) st rovnaké a lezia
uprostred medzikvartilového intervalu. Fuazy, smerujice k miniméalnej hodnote
na lavej strane a k maximélnej hodnote na pravej strane si rovnako velké
(idealne symetrické rozdelenie). Cerveny krabicovy graf reprezentuje negativnu
sikmost, u ktorej je priemer mensi ako median. Taktiez hodnoty na lavej strane
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st viac rozptylené, ¢o znazoriuje dlhsi fiz smerujici k minimalnej hodnote.
Analogicky je mozné interpretovat krabicové grafy pre pozitivnu Sikmost (na
obrazku zobrazend zelenou farbou), kedy je priemerna hodnota vicsia ako
median a dlhsi iz je na pravej strane, poukazujtci na dlhsiu vzdialenost k ma-
ximalnej hodnote. Speciﬁckym pripadom mdze byt krabicovy graf, ktory ma
priemer aj median priblizne rovnaké, ale fazy vykazuju rozne dlzky. Potom
rozdiel v dlzkach tychto fazov moéze indikovat pritomnost asymetrie a jej smer.
Vyssie uvedeny vztah pre vypocet koeficientu Sikmosti vyberového
stuboru, ktory nezohladiuje systematicki odchylku (bias), je mozné upravit
a pouzit aj na odhad Sikmosti zakladného suboru. Na odhad sikmosti zéklad-
ného suboru z tdajov vyberového siiboru pouzijeme nasledujticu korelaciu:

e R

83

Vztah koresponduje s korekciou systematickej odchylky a je pouzivany
v mnohych vypoctovych aplikidcidch a tabulkovych kalkulatoroch. Rozdiely vo
vyslednych hodnotach vypoéitanych vztahom a vztahom st mini-
malne a so zvySovanim rozsahu n klesaju.

Pre porovnanie sa vratme k prikladu 3.1 a dosadenim hodnét hmotnosti
stredoskoldkov do vztahu (3.26]) ziskame hodnotu koeficientu sikmosti -0,9756,
ktora rovnako ako hodnota -0,8802, vypocitana pomocou vztahu (3.25)) pouka-
zuje na negativnu sikmost rozdelenia hodnét hmotnosti stredoskolédkov.

By =

(3.26)

nﬂ Funkcie v MS Excel

SKEW(cislol; cislo2; ...)
Funkcia SKEW vrati hodnotu sikmosti mnoziny Gdajov.

3.3.2 Spicatost

épicatost’ (kurtosis), resp. koeficient Spicatosti je charakteristikou, ktora popi-
suje koncentraciu hodnot sledovanej veli¢iny okolo ich priemernej hodnoty. Po-
ukazuje tiez na hustotu koncovych ¢asti rozdelenia, pripadne vyskyt extrémne
vysokych alebo extrémne nizkych hodnot. Na vypocet koeficientu Spicatosti

vyberového stiboru pouzijeme vztah (3.27)):

12 .
" ; (; —2)*
by = —— 7 (3.27)
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kde ¥ je aritmeticky priemer hodnot vyberového stiboru a s je ich smerodajnou
odchylkou.
Priklad $picatého, normélneho a plochého rozdelenia je znézorneny na ob-

razku 3.8

f(X))

/

N,
>

x X
Obr. 3.8: Normalne (modré), Spicaté (zelené) a ploché (¢ervené) rozdelenia.

épicatost’ ¢i plochost daného rozlozenia hodnot posudzujeme voci normaél-
nemu rozdeleniu, ktoré je na obrazku znézornené modrou Ciarou. Tvar
norméalneho rozlozenia oznacujeme aj ako mezokurtické. Ak vyberovy subor
pozostava z vacsiny hodnot blizkych priemeru, t. j. najvacsia koncentracia je
v okoli strednej hodnoty a len malo hodnot je od priemeru vzdialenych, potom
grafické znézornenie rozlozenia udajov je uzsie a vyssie vo svojom vrchole ako
normalne rozdelenie. Tvar $picatého rozlozenia tidajov je na obrazku zobra-
zeny zelenou Ciarou a oznacujeme ho aj ako leptokurtické. Naopak, cervené ciara
predstavuje priklad plochého rozlozenia tdajov, kedy hodnoty v stibore maji
vAcsiu variabilitu a len mélo (menej v rovnani s normélnym rozdelenim) sa ich
nachadza okolo priemeru. Ploché rozlozenia oznacujeme aj ako platykurtické.

épicatost’, je rovnako ako Sikmost bezrozmernou veli¢inou. Pre normované
normélne rozdelenie hodnot je koeficient $picatosti by vypocitany podla vztahu
rovny 3. Preto plati, ak koeficient Spicatosti vypocitany podla vztahu
bude b, = 3 dané rozdelenie bude mat tvar normalneho rozdelenia. Ak
bude koeficient $picatosti by, > 3 dané rozdelenie bude Spicaté, t. j. s tzkym
vrcholom. Ak bude koeficient Spicatosti by < 3, potom dané rozdelenie bude
ploché, t. j. Siroké s vacsim poc¢tom tdajov po stranach. Pri posudzovani spi-
catosti je dolezité si uvedomit, Ze ma vyznam len pre symetrické distribucie.
V pripade nesymetrickych tidajov je potrebné sledovat pre vytvaranie zaverov
o analyzovanych tdajoch aj iné Statistické charakteristiky.
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Pre jednoduchsiu interpretaciu tdajov o Spicatosti, resp. koeficientoch §pi-
catosti sa v praxi, ako aj v mnohych vypoctovych programoch a tabulkovych
kalkulatoroch koeficient Sikmosti normalneho rozdelenia znizuje na hodnotu 0
(tzv. nadmerna Spicatost, excess kurtosis), ktora je ako rozhodovacia troven

o Spicatosti ¢i plochosti prirodzenejsou, napriklad tak ako je to u Sikmosti.
Potom upraveny vztah ({3.27) bude doplneny o tuto korekciu:

by = —= —3 (3.28)
a pre interpretaciu hodnot koeficientu Spicatosti plati:
e ak by=0, rozdelenie ma tvar normalnej Spicatosti,
e ak by>0, rozdelenie je Spicaté, Spicatejsie v porovnani s norméalnym,
e ak by<<0, rozdelenie je ploché.
U Spicatych rozlozeni je najviac hodndét umiestnenych okolo priemeru z,
preto je vrchol rozlozenia vysoky. Naopak, u plochych rozlozeni je hodnot v okoli

priemeru menej, vrchol je nizsi, po stranach je hodnot viac a rozlozenie je Sirsie.
Priklady jednotlivych typov §picatosti unimodalnych rozlozeni st zobrazené na

obrazku 3.9l

Leptokurtické rozlozenie Mezokurtické rozlozenie Platykurtické rozloZenie

bz >0 -\ b2=0 N

.
priemer priemer

priemer

Obr. 3.9: Leptokurtické rozlozenie (vlavo), mezokutrické rozlozenie (v strede) a platykurtické
rozlozenie (vpravo).

Pri rieseni Statistickych problémov vyskumnych tloh spracovavame tudaje
z rozne velkych vyberovych siborov a korekcia koeficientu sikmosti ¢islom 3
vo vztahu je vysledkom pozorovani u dostatocne velkych vyberovych
stborov. Statistické vypoctové aplikacie a tabulkové kalkulatory pouzivaji na
vypocet Sikmosti vztah, ktory zmenu velkosti siboru zohladnuje:

3 (zi — 3_3)4 2
_ n(n+1) i=1 __3(n-1)
R S Y S YN O ) R (n—2)(n—3) (3.29)
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kde pre velké rozsahy n vyberovych siborov plati, Ze:

3(n—1)°
(n—2)(n—23)

~ 3

Koeficient Spicatosti pre hodnoty hmotnosti z prikladu 3.1 vypocitame podla
vztahu (3.29)):

5 30 (30 + 1) (39 —56)" + (66 — 56)* + - - - + (63 — 56)"
> 7 (30—1)(30—2) (30 —3) 7,624
3301 = 0,1636

(30 — 2) (30 — 3)

Charakter rozlozenia idajov hmotnosti stredoskolakov vykazuje v porovnani
s norméalnym rozlozenim vlastnosti Spicatého rozlozenia s hodnotou koeficientu
Spicatosti 0,1636.

Spicatost’ rozlozenia udajov, napriklad pri porovnavani dvoch ¢i viacerych
siborov udajov je mozné pozorovat aj pomocou krabicovych grafov. Priklad
Spicatého, norméalneho a plochého rozlozenia v krabicovych grafoch je zobrazeny
na obrazku [3.101

Xmin Xmax

Q1 x Q3

—

Xmin Xmax

Q1 Q3

=

— 3 —

Xmin Xmax

Q1 ¥ Q3

Obr. 3.10: Krabicové grafy normélneho (modry), Spicatého (zeleny) a plochého (¢erveny)
rozdelenia.

Modry krabicovy graf na obrazku[3.10|znazornuje norméalne rozdelenie, ktoré
slizi ako referencia pre urcenie Spicatosti rozlozenia. éerveny krabicovy graf
reprezentuje ploché rozdelenie, u ktorého je vplyvom vécsej variability tdajov
medzikvartilové rozpétie Sirsie ako medzikvartilové rozpéatie normalneho rozde-
lenia. Variacné rozpétie hodnot, dané minimélnou a maximalnou hodnotou je
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taktiez vicsie, ¢o je prezentované dlzkou fizov po oboch stranach krabicového
grafu. Analogicky je mozné interpretovat krabicovy graf pre Spicaté rozdelenie
(na obréazku zobrazené zelenou farbou), kedy je medzikvartilové rozpétie
hodnot uzsie. Rovnako je uzsie aj celkové variacné rozpatie v porovnani s nor-
malnym rozdelenim. Krabicové grafy na obrazku s pre jednoduchsiu interpre-
taciu symetrické a s rovnakou strednou hodnotou. V praktickych tlohach vsak
tieto hodnoty mozu byt iné, napriklad pri porovnavani priemernej vysky muzov
a zien, porovnavani hodnot cholesterolu u roznych skupin pacientov a pod.

Funkcie v MS Excel
x i

KURT (¢islo1; €islo2; ...)
Funkcia KURT vrati hodnotu Spicatosti mnoziny tGdajov.



Kapitola 4

Triedenie Gdajov

Neoddelitelnou sucastou popisnej Statistiky je organizécia udajov spdsobom,
ktory ndm pomaha najst, resp. odhalit informacie stvisiace s predmetom da-
ného vyskumu (Studie). Dolezité je preto ziskané hromadné tudaje, ktoré su
¢asto neprehladné, vediet jednak spréavne zotriedit a nasledne aj vhodne pre-
zentovat, napriklad pomocou tabuliek (tabulka pocetnosti, tabulka relativnych
pocetnosti, tabulka kumulativnych pocetnosti, tabulka kumulativnych relativ-
nych pocetnosti) a grafov (histogram, polygon, kolacovy graf a pod.). Cielom
je, aby takymto triedenim tidajov vynikli charakteristické ¢rty spracovavaného
stiboru udajov.

Triedenim udajov zabezpecujeme ich usporiadanie a ,,zhustenie” do skupin
udajov, tzv. tried. Aby prezentacia usporiadanych tudajov zodpovedala ziska-
nym tddajom musime pri ich triedeni zabezpecit poziadavky na:

e Gplnost — kazda hodnota musi byt zahrnuta do triedenia,
e jednoznac¢nost — kazda hodnota moze byt priradena len jednej triede.

Spravidla je pri triedeni usporadivana skupina tdajov jednej skiimanej veli-
¢iny. Avsak, niekedy st v studiach triedené kombinécie hodnot viacerych velic¢in.
Podla toho je mozné metody triedenia rozdelit na:

e jednostupnové — triedenie, v ktorom triedime hodnoty len jednej sku-
manej veli¢iny (napriklad hodnoty cholesterolu),

e viacstupnové — triedenie, v ramci ktorého triedime hodnoty sucasne
podla viacerych skumanych veli¢in (napriklad pri dvojstupiiovom triedeni
podla veku a cholesterolu, podla krvnej skupiny a Rh faktora a pod.).

Udaje, ktoré st zhromazdované o réznych skiimanych veli¢inach vo vybero-

vych suboroch reprezentuju viac ¢i menej presne idaje z definovaného zaklad-

ného siboru. Mozu byt tak kvalitativne, ako aj kvantitativne, t. j. dané moz-
nymi hodnotami alebo oblastami hodnot, ktoré mozu v ramci skiimanej veli¢iny

99
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nastat. Podla toho tiez vytvarame jednotlivé triedy, resp. urcujeme hodnoty,
ktoré budi tvorit konkrétnu triedu. Charakter definovanych tried preto urcuje
dve hlavné skupiny triedenia tdajov:

e jednoduché — triedenie vyuzivané pre diskrétne hodnoty, za predpokladu,
ze subor udajov obsahuje mensi pocet moznych vyskytujucich sa hodnot.
Kazda hodnota tvori jednu samostatni triedu,

e intervalové — triedenie vyuzivané pre spojité hodnoty, kedy stibory tda-
jov obsahuji velké mnozstvo vyskytujicich sa hodnot. Jedna trieda je
tvorend viacerymi hodnotami (intervalom hodnét).

Proces triedenia tdajov zacina volbou sposobu ich triedenia, ktoré je zé-
vislé od typu tdajov, ktoré maju byt triedené a definovanim zoznamu tried, do
ktorych budia tdaje zatriedené.

4.1 Jednoduché triedenie

Usporiadanie tdajov pomocou jednoduchého triedenia je vypoctovo relativne
nenarocné. V mnohych pripadoch mensich vyberovych stborov je ho mozné
rychlo vytvorit aj ruéne (to v8ak samozrejme nie je v dnesnej dobe vypocto-
vych prostriedkov potrebné). Jednoduché triedenie je mozné pouzit tak u kva-
litativnych, ako aj u kvantitativnych veli¢in s malym poc¢tom odlisnych hod-
not, pricom kazdéa takidto hodnota potom tvori samostatnu triedu. V pripade
kvantitativnych veli¢in sa spravidla jedné o stibory diskrétnych veli¢in, ktorych
hodnoty nadobtudaju len celo¢iselné hodnoty:.

U kvalitativnych nominélnych veli¢in, moze byt poradie tried ndhodné, t. j.
nezélezi na poradi v akom budu prezentované (tabulkovo ¢ graficky). Priklad
tried dvoch kvalitativnych nominélnych veli¢in je uvedeny v tabulke (4.1

Tabulka 4.1: Triedy dvoch kvalitativnych nominalnych veli¢in.

Velic¢ina Triedy Velicina  Triedy
A hneda’
modra
) . B SR
krvna skupina AB farba o¢i  ¢ierna
0 zelené

Siva

Kvalitativne veli¢iny je mozné na ulahcenie zaznamenéavania a triedenia hod-
not kodovat, napriklad priradenim c¢isel k jednotlivym kategériam. Textoveé
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udaje sa tak prevedi na ¢iselné udaje v poradovom zmysle. Napriklad moz-
nosti rodinného stavu by sme mohli kdédovat tak, Zze ¢islo 1 bude oznacovat
stav slobodny(4), 2 Zenaty/vydata, 3 rozvedeny(a) a 4 vdovec/vdova. AvSak,
je potrebné si uvedomit, ze kodované kvalitativne nominalne tudaje stale zo-
stavaji nominalnymi tdajmi, ktoré nemaji charakter standardnych ¢isel ako
ich pozname a pouzivame v beznej aritmetike. To znamena, Ze ich nie je mozné
porovnavat, spocitavat ¢i odpocitavat ako ¢iselné hodnoty (st len kodmi kvalita-
tivnych hodnot). Tento pripad poukazuje na to, aké je vzdy dolezité kontrolovat,
¢1 matematické spracovanie Statistickych udajov je skutocne legitimne.

Triedy kvalitativnych ordinalnych veli¢in a kvantitativnych diskrétnych ve-
licin by mali byt vzdy prezentované v usporiadanom vzostupnom poradi. Pre
kazdi triedu nésledne urcujeme pocetnost vyskytu jej hodnoty v subore spra-
covavanych tadajov.

4.1.1 Pocetnost

Pocetnost (frekvencia) je pojem, ktorym v Statistickom spracovévani tdajov
oznacujeme absolutnu pocetnost, t. j. pocet vSetkych vyskytov danej hodnoty
v skupine tudajov. Pocetnost konkrétnej hodnoty vo vyberovom sibore teda
predstavuje informaciu o tom, kol'kokrat sa tato hodnota vo vyberovom stubore
nachédza.

Napriklad, ak sa v stbore 100 pacientov bude nachadzat 19 pacientov s krv-
nou skupinou A, potom tito hodnotu nie je potrebné zapisovat 19-krat, ale
pouzijeme pocetnost krvnej skupiny A a uvedieme hodnotu 19. Podobne uve-
dieme hodnoty vyskytu ostatnych krvnych skupin a namiesto prezentacie zo-
znamu 100 samostatnych hodnét budeme prezentovat len 4 (4 krvné skupiny).
To znamena, ze takto mozno sumarizovat i vizualizovat rozsiahle subory udajov
jednoduchsie a prehladnejsie.

Predpokladajme, ze mame stubor hodnot s rozsahom 7, v ktorom boli zazna-
menané hodnoty x1,xo, - - , x,, pricom poc¢et moznosti k, ktoré mézu hodnoty
r; nadobudat je maly (napriklad hodnoty diskrétnej velic¢iny). Potom vieme
zostavit vzostupniu postupnost vSetkych moznosti »] < x5 < --- < 27, ktoré
vyberovy stibor obsahuje, pripadne moze obsahovat, ak je zname aké moznosti
sa mozu nachadzat v zékladnom stbore (napriklad uvedieme aj krvnia skupinu
B hoci ju nikto v nasom vyberovom stbore nemal). Takato postupnost zaroven
definuje triedy jednoduchého triedenia. Nésledne je mozné spocitavat kolkokréat
sa nachadza hodnota 27 v stibore hodnot, kolkokrat hodnota 3, kol'kokrat hod-

nota x; atd., az po posledni moznost, t. j. hodnotu ;.
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Zistené hodnoty pocetnosti 7, jednotlivych hodnot x; zapisujeme do ta-
bulky pocetnosti, ktora je vlastne zoznamom hodnot (tried) vyskytujucich sa
v skupine tidajov usporiadanych vzostupne (prvy stlpec) s ich zodpovedajtcimi
absolttnymi pocetnostami (druhy stlpec), tak ako je to uvedené v tabulke

Tabulka 4.2: Tabulka pocetnosti hodnot diskrétnej velic¢iny.

Trieda Podetnost

*

] ny
i No
Ty, Ny,

Pocetnost n,; oznacuje kolkokrat sa hodnota x' nachiddza v sibore hodnot,
pricom plati, ze:

k

Inymi slovami povedané, suma vSetkych pocetnosti sa musi rovnat rozsahu
stboru hodnoét, t. j. ny + ny + --- + np = n. Ak je hodnota sumy mensia
ako n, potom do triedenia neboli zapoc¢itané vsetky hodnoty a bola porusené
podmienka tplnosti triedenia tidajov. Naopak, ak je hodnota sumy vécsia ako
n, potom do triedenia bola(i) niektora(é) hodnota(y) zapocitana(é) viac ako
raz, ¢im bola porusenad podmienka jednoznacnosti triedenia tdajov.

Priklad 4.1. Predpokladajme, Ze na oddeleni intenzivnej starostlivosti boli
zaznamenavané spolo¢ne s dalsimi idajmi o zdravotnom stave pacienta aj in-
formécie o stupni porich vedomia pacientov podla Glasgowskej Skaly poruch
vedomia (Glasgow Coma Scale, GCS). V hodnoteniach slovnych reakcii, ktoré
mozu nadobudat tieto moznosti: 1 - ziadna (pacient nevyda ani zvuk), 2 - ne-
zrozumitelna (nezrozumitelné slova a zvuky), 3 - neprimerand (neprimerané
vyrazy), 4 - zmétené (dezorientovana) a b - orientovana (zmysluplny rozhovor),
boli zaznamenané nasledovné hodnoty hospitalizovanych pacientov: 4, 1, 3, 2,
3,3,1,3,1,4,2,1,3,3,1,2,2 1,5 1,5 1,3, 2, 1, 4 1 a 2. Ako stubor
hodnét (vybrany z mnozstva inych sledovanych veliéin) nam takto zapisané
udaje vela informacii bez detailnejSej analyzy neposkytuji. Popisme ich teda
pomocou tried a pocetnosti.
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Ako prvi informéciu, ktora vieme ur¢it spoc¢itanim hodnot je velkost (roz-
sah) stiboru. V tomto pripade je to zoznam 28 hodnot ziskanych od 28 pacientov.
Rovnako vieme identifikovat jednotlivé triedy, kedZe na urcenie slovnej reakcie
mame danych len pat moznosti (diskrétnych): 1, 2, 3,4 a 5 (pripadne slovny po-
pis, poradie je dolezité). Z tohoto dovodu mozeme pouzit jednoduché triedenie,
v ktorom kazda moznost slovnej reakcie bude predstavovat jednu samostatni
triedu. Ziskané hodnoty je mozné zoradit do vzostupnej postupnosti, v ktorej
budu vsetky rovnaké hodnoty vedla seba: 1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 2,2, 2,2, 2,
2,3,3,3,3,3,3, 3,4, 4,4, 5, 5. Zostrojime teda tabulku pocetnosti, do ktorej
spoc¢itanim zapiSeme pocty vyskytov jednotlivych tried.

Tabulka 4.3: Tabulka pocetnosti hodnot slovnych reakeii podla GCS.

Slovna reakcia Pocetnost
(7) (n:)

1 - Ziadna 10

2 - nezrozumitelna 6

3 - neprimerana 7

4 - zmatena 3

5 - orientovana 2

Spolu 28

Z tabulky pocetnosti je vidiet, Ze na oddeleni intenzivnej starostlivosti je
najviac pacientov (10) takych, ktori nemaju ziadnu slovni reakciu. 6 pacientov
ma nezrozumitelni reakciu, 7 neprimerantd, 3 zmétenu a 2 orientovani. Sucet
tychto pocetnosti je rovny 28, ¢o sa zhoduje s velkostou stiboru a uistuje nas
v tom, Ze sme vSetky hodnoty zahrnuli do triedenia.

Funkcie v MS Excel
x i

COUNTIF(rozsah; kritéria)
Funkcia COUNTIF spocita bunky v danom rozsahu, ktoré spliaji dani podmienku.

FREQUENCY (tdajové pole; binarne pole)

Funkcia FREQUENCY vytvori tabulku pocetnosti z hodnét v tdajovom poli podla tried
uvedenych v binarnom poli, t. j. zvislé pole Cisel s poctami vyskytov hodnét v jednot-
livych rozsahoch.

4.1.2 Relativna pocetnost

Pri analyzach individualnych stiborov, alebo pri porovnavani viacerych siborov
hodnot néas casto zaujima v akom pomere si hodnoty danej triedy zastipené
voci ostatnym hodnotdm. Tuto informéaciu ziskavame z relativnej pocetnosti,
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ktora predstavuje podiel vyskytu (pocetnosti tried) n; jednotlivych hodnot
a celkového rozsahu stuboru n vypocitanej podla vztahu (4.2)):

n;
;= — 4.2
p N (4.2)

pricom plati, ze 0 < p; < 1. Ak p; = 0, potom sa hodnota (trieda) x! v stbore
vsetkych hodndt nenachadza, a ak je p; = 1, potom subor vSetkych hodnot
obsahuje len hodnoty ;.

Z hodnot p; vypocitanych pre jednotlivé triedy mdzeme nésledne vytvorit
samostatni tabulku relativnych pocetnosti, rovnako ako v pripade (absolut-
nych) pocetnosti (tabulka . Kvoli komplexnému prehladu sa vsak castejSie
relativne pocetnosti prezentuju v spoloénej tabulke s pocetnostami, tak ako je
to uvedené v tabulke .4

Tabulka 4.4: Tabulka pocetnosti doplnena o relativne pocetnosti.

. . Relativna
Trieda Podetnost L ,
. pocetnost
Di
*
] 1 b1
x5 ny D2
3
xy, N Dk

Pre relativne pocetnosti plati:

k
sz' =1 (4.3)

Vztah hovori, ze suma vsetkych relativnych pocetnosti musi byt vzdy
rovna hodnote 1, t. j. p1 + po + - - - + pr = 1. Ak je vysledok sumy relativnych
pocetnosti mensi ako 1, alebo vacsi ako 1, potom sme pri vypocte hodnot rela-
tivnych pocetnosti, alebo hodnot pocetnosti, z ktorych boli relativne pocetnosti
odvodené, urobili chybu a je potrebné vsetky hodnoty skontrolovat, pripadne
prepocitat znova.

Hodnoty relativnych pocetnosti je mozné vyjadrit aj v percentéach velkosti
siboru, a to tak, ze ich vynasobime hodnotou 100. Relativne pocetnosti, ako aj
relativne pocetnosti v percentédch poskytuji najdolezitejsie informacie o vzore
udajov. Pri prezentécii vysledkov je tieZ potrebné uvadzat velkost suboru, ktora
sluzi ako ukazovatel hodnovernosti relativnych pocetnosti. Sucet vsetkych re-
lativnych pocetnosti v percentach musi byt vzdy rovny 100%.
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Pre tdaje z prikladu 4.1 vypocitame relativne pocetnosti jednotlivych tried
tak, ze hodnoty pocetnosti vydelime ¢islom 28, kedZze vSetkych hodndt zahrnu-
tych do triedenia udajov bolo 28. Vysledna tabulka s relativnymi pocetnostami
je uvedend ako tabulka [4.5

Tabul'ka 4.5: Tabul'ka absoltitnych a relativnych poc¢etnosti hodnot slovnych reakcii pacientov
podla GCS.

Slovna reakcia Poéetnost Re\l{atlvnat
(27) (n) pocetnost
' (pi)

1 - Ziadna 10 0,3572

2 - nezrozumitelna 6 0,2143

3 - neprimerana 7 0,2500

4 - zmatena 3 0,1071

5 - orientovana 2 0,0714
Spolu 28 1

Z hodnot relativnych pocetnosti je mozné jednoducho vycitat, aky je podiel
pacientov v jednotlivych skupinach slovnych reakcii na oddeleni intenzivnej sta-
rostlivosti. Vyjadrenim v percentéch (vynasobenim hodnotou 100) vieme, Ze na
oddeleni je 35,72% pacientov, ktori nemaju Ziadnu slovnu reakciu, 21,43% pa-
cientov ma nezrozumitel nu reakciu, 25% neprimerant, 10,71% zmétena a 7,14%
orientovani. Hodnoty v % je mozné zaokruhlit na celé ¢isla.

4.1.3 Kumulativne pocetnosti

Pri hodnoteni idajov je mozné tiez najst pocetnost do urc¢itej hodnoty (triedy),
ktora sa nazyva kumulativna pocetnost. Kumulativnu pocetnost ziskavame sci-
tanim pocetnosti vSetkych tried az po konkrétnu triedu. V pripade kvalita-
tivnych premennych maji kumulativne pocetnosti zmysel len pre ordinélne
premenné, nie pre nominalne premenné.

Kumulativnu pocetnost /V; triedy 7 vypocitame podla vztahu (4.4)):

j=1

kde 7 reprezentuje poradie triedy, pricom 2 = 1,2, --- k.

Kumulativna pocetnost prvej triedy je tak rovna pocetnosti prvej triedy.
Kumulativna pocetnost druhej triedy je rovna stuctu pocetnosti prvej a druhe;j
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triedy, kumulativna pocetnost tretej triedy je rovna suctu pocetnosti prvej az
tretej triedy, atd. Kumulativna pocetnost teda udava aka cast siboru je mensia
alebo rovna ako prislusna hodnota.

Podobne ako pocetnost je mozné kumulovat aj relativnu pocetnost. Kumu-
lativnu relativnu pocetnost ziskavame scitanim relativnych pocetnosti vSetkych
tried az po konkrétnu triedu.

Kumulativnu relativnu pocetnost P; triedy ¢ vypocitame podla vztahu (4.5)):

Pi=Y p (4.5)
j=1

kde 7 reprezentuje poradie danej triedy z rozsahu i =1,2,--- k.

Kumulativna relativna pocetnost prvej triedy sa preto rovna relativnej po-
Cetnosti prvej triedy. Kumulativna relativna pocetnost druhej triedy je rovna
stuctu relativnych pocetnosti prvej a druhej triedy, kumulativna relativna po-
¢etnost tretej triedy je rovna suctu relativnych pocetnosti prvej, druhej a tretej
triedy, atd.

Kumulativne pocetnosti a relativne kumulativne pocetnosti byvaju sticastou
prezentacie triedenych udajov v spolo¢nej tabulke s poc¢etnostami a relativnymi
pocetnostami, tak ako je to uvedené v tabulke [.6]

Tabulka 4.6: Tabulka pocetnosti doplnena o relativne a kumulativne pocetnosti.

. g , Relativna Kumulativna Kumulativna
Trieda  Pocdetnost g s N s .
o n pocetnost pocetnost relativna
i ’ Di N, pocéetnost P
T n p1 ny p1
Ty ng D2 ni + ng P1 + P2
T g, Pk -4 ng Pt e

Pre kumulativne pocetnosti plati, Ze ich posledné hodnota v poslednej triede
je rovna rozsahu stiboru 7, kedy boli akumulované vSetky hodnoty stiboru. Hod-
nota kumulativnej pocetnosti rovna hodnote n sa moze nachadzat aj v predos-
Iych triedach, ale len v pripade, ak v nasledujtcich triedach buda pocetnosti
nulové, t. j. hodnoty patriace do nasledujtcich tried sa v sibore hodnot nena-
chadzaju. Analogicky, poslednou hodnotou v poslednej triede kumulativnych
relativnych pocetnosti je hodnota 1, ktora znaci, ze do tejto a predoslych tried
boli zaradené vsetky hodnoty stiboru. Aj tu sa hodnota kumulativnej relativnej
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pocetnosti 1 moze vyskytnut v predoslych triedach, a to v pripadoch, kedy do
nasledujucich tried nebola priradend ziadna hodnota. V dalsich triedach teda
bude pripocitavana uz len hodnota 0, ktord kumulativnu relativnu pocetnost
uz nebude zvysovat.

Kumulativne pocetnosti a kumulativne relativne pocetnosti tidajov z pri-
kladu 4.1 st uvedené v doplnenej tabulke pocetnosti [4.7]

Tabulka 4.7: Tabulka absolutnych, relativnych a kumulativnych pocetnosti hodnot slovnych
reakcii pacientov podla GCS.

3 . g , Relativna Kumulativna Kumulativna
Slovna reakcia Pocetnost - , - , .

N pocetnost pocetnost relativna
() (:) (1) (V) pocetnost (P))
1 - Ziadna 10 0,3572 10 0,3572
2 - nezrozumitelna 6 0,2143 16 0,5715
3 - neprimerana 7 0,2500 23 0,8215
4 - zmatena 3 0,1071 26 0,9286
5 - orientovana 2 0,0714 28 1
Spolu 28 1 - -

Z kumulativnych hodnot je teda mozné hodnotit, Ze na oddeleni je 10 pa-
cientov, ktori nemaju ziadnu slovnu reakciu, ¢o predstavuje 35,72%. Pripadne,
ze na oddeleni je 16 pacientov, ktori nemaju ziadnu slovnu reakciu alebo majua
nezrozumitelnt reakciu, ¢o predstavuje 57,15%. Tiez, Ze na oddeleni je 23 pa-
cientov, ktori nemaju ziadnu slovnu reakciu, maju nezrozumitelnu reakciu alebo
neprimerant reakciu, ¢o predstavuje 82,15% pacientov, atd.

4.1.4 Grafickad prezentacia pocetnosti

Vo vseobecnosti je prezentacia tidajov pomocou grafov najlepsim prostriedkom
pre pochopenie charakteru udajov v stibore a tiez suvislosti medzi prezento-
vanymi udajmi, kedZe v malom vizudlnom priestore je spravidla zhrnutych
viacero najdolezitejsich Statistickych charakteristik. Grafické zobrazenie je teda
v porovnani so zéznamami ziskanych hodnét alebo tabulkami, v ktorych su
tieto hodnoty zozbierané nielen prehladné, ale aj nazorné. Navyse, ak je pou-
zitd vhodna grafickéd prezentécia, moze byt pouzita aj samostatne. Existuje vela
typov grafov, avSak na prezentaciu iidajov je potrebné vybrat taky, ktory odpo-
veda charakteru tdajov. NajcastejSie sa vyuziva pravouhlé suradnicova stistava
Xy, t. j. hodnoty st prezentované ako xy zavislot, kedy na x-ovii os (vodorovni)
vynasame hodnoty sledovanej veli¢iny (triedy, resp. hodnoty v triedach) a na y-
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ovii os (zvislt) prislugné hodnoty pocetnosti alebo relativnych pocetnosti. Udaje
kvalitativnych alebo kvantitativnych diskrétnych veli¢in, tak ako ich triedime
v ramci tejto kapitoly, st najcastejsie prezentované stIpcovym alebo kruhovym
(kola¢ovym) grafom. Vhodné byvaju aj polygon a bodovy diagram.

Stipcovy graf predstavuje sériu oddelenych stipcov, ktorych pocet sa rovna
poctu tried zotriedené¢ho stiboru tdajov a ich vyska zodpoveda hodnote po-
Getnosti alebo relativnej pocetnosti. Stlpce maji rovnakiu sirku a st od seba
oddelené medzerou. Ak pouzijeme ako zdroj udajov stIpcového grafu hodnoty
pocetnosti z tabulky [£.7] potom vysledkom grafickej prezentacie slovnych re-
akcii pacientov bude graf zobrazeny na obrazku [.1]

Slovné reakcie pacientov podla GCS
12 -

10 A

4 -
| l l
0

Ziadna nezrozumitefnd neprimerand zmatend orientovana

pocetnost
()]

Obr. 4.1: Stipcovy graf pocetnosti slovnych reakcii pacientov.

Stipcovy graf nam poskytuje vela, pre interpretaciu a hodnotenie tdajov
uzitocnych informécii, a to aj v pripadoch kedy nemame dostupné zdrojové
adaje. Statistické charakteristiky, ktoré vieme z takejto grafickej prezentacie
odcitat, zavisia od typu prezentovanych tdajov a toho, ¢i reprezentuju kvali-
tativne alebo kvantitativne veli¢iny. 7 grafu je citatelovi zrejmé, Ze pre-
zentujeme kvalitativne ordinalne tidaje rozdelené do piatich tried. Spoc¢itanim
vygok jednotlivych stipcov zistujeme, Ze velkost stiboru je 28. Modusom je hod-
nota slovnej reakcie ,,ziadna“, ktora sa vyskytuje najcastejsie (najvyssi stipec).
Medidnom hodnét nemusi byt zékonite prostredny stipec, kedze stipce nerep-
rezentuju hodnoty, ale ich pocetnosti. Ak vieme, ze mame 28 hodnoét, potom
prostredni hodnotu (median) definuji 14. a 15. hodnota. V prvom stlpei je
desat hodnot, preto sa tu median nenachadza. V druhom stlpci je 6 hodnot, ¢o
spolu s prvym stlpcom predstavuje 16 hodnot siboru. Mozeme teda povedat,
7e 14. a 15. hodnota sa nachadza v druhom stlpci, a teda medianom rozdele-
nia je slovné reakcia ,nezrozumitelna“. Z pohladu symetrie rozlozenia vidime
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pozitivnu Sikmost. V pripade kvantitativnych udajov by sme dalej vedeli ur-
¢it minimalnu a maximéalnu hodnotu, varia¢né rozpétie, priemer hodnot podla
vazeného priemeru atd.

Grafickou prezentéaciou relativnych pocetnosti ziskavame identickt interpre-
taciu udajov, aviak v inej Skale. Stipcové grafy je mozné prezentovat vertikalne
alebo horizontalne. Graf na obrazku prezentuje tie isté informécie s hodno-
tami relativnych pocetnosti a stlpcami umiestnenymi horizontalne, t. j. triedy
udajov su na vertikalnej osi a relativne pocetnosti na horizontalnej osi.

Slovné reakcie pacientov podla GCS
orientovana
zmatena
neprimerana
nezrozumitelnd

Ziadna

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4
relativna pocetnost

Obr. 4.2: Stlpcovy graf relativnych po&etnosti slovnych reakcii pacientov.

V pripadoch, kedy si to charakter idajov vyzaduje a pre posudzovanie vy-
sledkov je doleZita informacia o akumulovanych tdajoch, do stlpcovych grafov
vynasame hodnoty kumulativnych pocetnosti alebo relativnych kumulativnych
pocetnosti. Prikladom takéhoto zobrazenia je obréazok [4.3], ktory taktiez pre-
zentuje informécie z prikladu 4.1.

Slovné reakcie pacientov podla GCS Slovné reakcie pacientov podla GCS

25 A |
20 A
10 4 |
a i
0 ]
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Obr. 4.3: Stlpcovy graf kumulativnych pocetnosti (vlavo) a kumulativnych relativnych po-
Cetnosti (vpravo) slovnych reakcii pacientov.
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Polygoén pocetnosti a relativnych pocetnosti predstavuje dalsi graf, ktory
je vhodny pre zobrazovanie udajov z jednoduchého triedenia. Je to graf, v kto-
rom tuseckami spajame vrcholy stipcového grafu, t. j. hodnoty pocetnosti alebo
hodnoty relativnych pocetnosti. Obrazok prezentuje polygon pocetnosti.

Slovné reakcie pacientov podla GCS

10 A

pocetnost
[e)}

Ziadna nezrozumitelnd neprimerana zmatend orientovana

Obr. 4.4: Polygén pocetnosti slovnych reakcii pacientov.

Z pohladu rieseni tloh induktivnej Statistiky je zaujimavy aj polygon kumu-
lativnych pocetnosti a kumulativnych relativnych pocetnosti, z ktorého vieme
identifikovat napriklad pravdepodobnosti pre vypocet testovanych charakteris-
tik (bude diskutované v dalsich kapitolach).

Slovné reakcie pacientov podla GCS

poletnost

Ziadna nezrozumitelnd neprimerand zmidtend  orientovana

Obr. 4.5: Polygon kumulativnych relativnych pocetnosti slovnych reakcii pacientov.

Polygon kumulativnych relativnych pocetnosti vykreslujeme so zaciatkom
v nule, napriklad tak ako je to znazornené na obréazku [4.5 Tvar kumulovaného
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rozlozenia tdajov vynikne s vacsim poc¢tom definovanych tried a pre kvantita-
tivne veli¢iny. Pri kumulativnych charakteristikach je doélezité poznamenat, Ze
sa jedna vzdy o neklesajuice charakteristiky, tak ako st definované aj distribuc¢né
funkcie roznych rozdelenti.

Kruhovy graf (kolacovy) je ¢asto vyuzivanym grafom, v ktorom je mozné
identifikovat pomerové charakteristiky zastupenych hodndt (moznosti) sledo-
vanej veli¢iny. Zékladom kruhového grafu je kruh, ktory je deleny na vysece
pripadajice jednotlivym triedam tudajov. Zastipenie hodnot v percentéch je
definované tak, ze na 1% udajov pripada vysec¢ s uhlom 3,6°(100% = 360°).

Kruhovy graf umoznuje na rovnako velkom priestore prehladné zobrazova-
nie tak malych, ako aj velkych siuborov. Rozhodujtci je pocet tried, do ktorych
su adaje z tychto suborov zatriedené. Velkost vysece zaroven umoziuje identi-

fikovat zastiipenie danej triedy v celom subore tidajov. Priklad kruhového grafu
je zobrazeny na obrazku [4.6]

Slovné reakcie pacientov podla GCS

2; 7%

3;11%

M Ziadna

M nezrozumitelna

M neprimerana
zmatend

7; 25% MW orientovanad

6; 21%

Obr. 4.6: Kruhovy graf pocetnosti slovnych reakcii pacientov.

4.2 Intervalové triedenie

Jednoduché triedenie je vhodné iba v pripadoch, kedy méame v stiboroch iba
maly pocet moznosti, ktoré mozu hodnoty sledovanej veli¢iny nadobidat. Av-
Sak, v pripadoch spojitych kvantitativnych veli¢in a diskrétnych kvantitativ-
nych veli¢in s velkym poc¢tom moznosti ho nepouzivame. Rezultovalo by totiz
do velkého a neprehladného poctu tried a ich velmi nizkych alebo aj nulovych
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pocetnosti. Aby triedenie takychto spojitych hodnét bolo zmysluplné, vyuzi-
vame intervalové triedenie.

Vs8eobecna postupnost krokov zoskupovania spojitych kvantitativnych veli-
¢in do intervalovych tried je nasledovna:

e nijdeme najmensiu a najvacsiu hodnotu v stbore tdajov,

e stanovime intervaly rovnakej dlzky, tak aby pokryvali rozsah hodnot medzi
minimom a maximom bez prekryvania,

e spocitame pocet hodnot v stibore, ktoré patria do jednotlivych triednych
intervalov (pocetnost v danej triede),

e vypocitame relativne a kumulativne pocetnosti jednotlivych tried.

4.2.1 Urcovanie intervalov

Z vyssie uvedenych informacii vyplyva, ze hlavny rozdiel medzi jednoduchym
a intervalovym triedenim spo¢iva definovani skupin hodnoét, podla ktorych budia
udaje zoskupované. Kym u jednoduchého triedenia kazda hodnota predstavo-
vala jednu samostatni triedu (skupinu), u intervalového triedenia tvori jednu
triedu viacero po sebe nasledujtcich hodnot spadajtcich do definovaného inter-
valu. AZ po definovani intervalov triedenia pokryvajucich cely rozsah hodnét
stiboru bude mozné vytvorit tabulku pocetnosti.

Predpokladajme, Zze méame stibor hodnoét spojitej veli¢iny s rozsahom n. V da-
nom subore vieme urcit minimalnu a maximélnu hodnotu a z tychto hodnot
vypocitame varia¢né rozpatie R = &, — Tin. Variacné rozpatie je teraz po-
trebné rozdelit na niekolko rovnako velkych intervalov. Ich pocet vSak zavisi
od rozsahu suboru, kedZe pre relativne malé subory nam bude postacovat me-
nej tried a naopak pre vicsie subory bude ziadtice mat vacsi pocet tried. Vo
vSeobecnosti je bezné zoskupovat tdaje do 5 az 15 triednych intervalov. Avsak,
pre velmi vel'ké subory mozZe byt pocet intervalov aj vacsi ako 15.

Pocet odporucanych tried & pre konkrétny rozsah stiboru n uréime podla
Sturgesovho pravidla (4.6)):

k=14 3,322logipn (4.6)

pricom vysledni hodnotu zaokruhlujeme na celé ¢islo. Napriklad, ak by bola
velkost stiboru 30, potom by bol odporicany pocet tried:

k=14 3,322l0g1030 = 5,9069 = 6

t. j. rozsah hodnot stiboru by sme rozdelili na 6 rovnakych intervalov.
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Sirku jednotlivych tried (intervalov) i uréime vydelenim variacného rozpétia
siboru R a vypocitaného poctu intervalov k. Potom kazdy z k intervalov bude
mat rovnaku sirku:

R Lmax — Lmin
— = 4.7
. . (4.7)

Hranice jednotlivych intervalov ziskavame postupnym pripocitavanim Sirky

112

h

intervalu / k minimalnej hodnote x,,;, az kym nedosiahneme maximéalnu hod-
notu x,,,.. Prvy interval teda bude obsahovat miniméalnu hodnotu a posledny
maximalnu, ¢im zabezpecime, Ze vSetky hodnoty stiboru spadnt do niektorého
z intervalov. Potom hranice intervalov buda definované takto:

pricom &y, + kh = Ty
Priklad rozdelenia variatného rozpétia /2 na 6 rovnakych intervalov (k) so
sirkou A je znazorneny na obrazku |4.7]
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Obr. 4.7: Rozdelenie hodnét do triednych intervalov s rovnakou Sirkou.

Modré body na obrazku [4.7] reprezentuju hmotnosti 30 stredoskolékov z pri-
kladu 3.1, pricom na x-ovej osi je znazornené hmotnost v kg a na y-osi st pora-
dové ¢isla stredoskolakov, tak ako boli zahrnuti do vyberového stuboru. Rozdiel
medzi maximélnou (66 kg) a minimalnou (38 kg) hmotnostou bol 28 kg, ktory
pri rozdeleni na 6 intervalov predstavuje Sirku jedného intervalu o velkosti cca
4,6667 kg. Zacinajuc od hodnoty 38 kg boli horné hranice triednych intervalov
tvorené hodnotami po zaokrihleni na dve desatinné miesta: 42,67; 47,34; 52,01;
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56,68; 61,35 a 66,02 kg. Cervené ¢isla znazornuju pocetnosti hmotnosti stredos-
koldkov v danom intervale. Z pohladu symetrie rozloZenia je aj tu vidiet, Ze
udaje su negativne zoSikmené.

Je potrebné zdoraznit, Ze stanovanie poctu tried zavisi jednak od velkosti
siboru, ale aj od typu triedenych tdajov. Niekedy st spracovavané udaje, u kto-
rych je potrebné poznat len to ¢i sa nachadzaju v intervale norméalnych (Stan-
dardnych) hodnot, alebo st mensie ¢i vacsie (patologické) a podla toho zabez-
pecit liecbu pacientov. V tomto pripade by nam mohli postacovat tri intervaly.
Inokedy su spracovavané udaje, ktorych triedenie bude prirodzenejsie v nasob-
koch celych ¢isel. Napriklad pre hmotnosti pacientov, kedy namiesto vypoci-
tanych desatinnych ¢isel hranic intervalov pouzijeme celé hodnoty ako 40 kg,
45 kg, 50 kg, 55 kg, 60 kg, 65 kg atd.

Pri stanovovani hranic triednych intervalov teda zvycajne pouzivame rov-
naki sirku intervalov h, pricom krajné intervaly mozu byt otvorené a taktiez
pouzivame odportcany pocet tried intervalov . Potom hranice intervalov mo-
zeme upravit takto:

(—00; Tmin + h)  (Tpin + B Toin + 2h) -+ (Tpin + (B — 1)h; —00)

V pripade malych a stredne velkych stborov tdajov (do 100) je mozné vy-
pocet odportucaného poctu tried & zjednodusit a pouzit vztah (4.8)):

kE>~\/n (4.8)

Takto vypocitané pocty intervalov su priblizne rovnaké ako tie vypocitané
podla Sturgesovho pravidla (4.6]). Pre velké subory by vsak toto zjednodusenie
bolo nepouzitelné, kedze generuje vyrazne vacsie pocty tried, ¢o byva neprak-
tické a neprehladné.

ﬂﬂ Funkcie v MS Excel
LOG(¢islo; [zaklad])

Funkcia LOG vrati logaritmus Cisla pri urcenom zaklade.

LOG10(éislo)
Funkcia LOG10 vrati dekadicky logaritmus cisla.

4.2.2 Pocetnosti spojitych velicin

Po zadefinovani hodnoét triednych intervalov pokrac¢ujeme urcovanim pocet-
nosti, relativnych pocetnosti, kumulativnych pocetnosti a kumulativnych re-
lativnych pocetnosti, ktoré je analogické k postupu pouzitom v jednoduchom
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triedeni. Nehladame tu v8ak jednu konkrétnu hodnotu, ale hladame vsetky hod-
noty, ktoré spadaji do prislusného intervalu hodnot (triedy) a spoéitame ich,
aby sme dostali pocetnost v danej triede, napriklad tak, ako to bolo naznacené
na obrazku [4.7, a néasledne aj relativne a kumulativne pocetnosti. Kompletna
tabulka pocetnosti rozsiahlych stuborov diskrétnych alebo spojitych kvantita-
tivnych veli¢in podla intervalového triedenia je uvedené ako tabulka [4.8|

Tabulka 4.8: Tabulka pocetnosti intervalového triedenia udajov.

Triedny interval Pocetnost Relativna Kumulativnha Kumulativna

(25 7141) o pocetnost pocetnost relativna
ol ! Di N; pocetnost P,
(Tmin Tmin + h) ng DP1 ny D1
(Tmin + I Tmin + 2h) N D2 ny + neg D1+ D2

Ako uz bolo uvedené vyssie, dolnt hranicu prvého intervalu a hornt hra-
nicu posledného intervalu mézeme pri spracovani vypoctovymi prostriedkami
nechat otvorent. Taktiez je potrebné poznamenat, ze v aplikdcidch urcéenych
na Statistické spracovanie tdajov postacuje definovat zoznam hornych hranic
jednotlivych intervalov. Takto sa do prvého intervalu zahrni vsetky hodnoty
mensie alebo rovné hodnote prvej hranice a do poslednej triedy vsetky vacsie
hodnoty ako horné hranica predposlednej triedy.

Priklad 4.2. Predpokladajme, ze v biochemickom laboratoriu boli v ramci
ziadaniek na biochemické vySetrenie okrem inych parametrov analyzované aj
udaje bilirubinu. Zaznamenané hodnoty bilirubinu u sledovaného suboru pa-
cientov boli: 16,2; 19.7; 16,4; 17.7; 13,7; 17,6; 6,7; 14.4; 16,4; 15,1; 15.6; 16,5;
17,2, 12,5; 12,2; 15,9; 16,8; 7,6; 17,8; 18,5; 20,7; 14,1; 18,7; 20,6; 16,8; 16; 14,4;
17,9; 14,8, 17,6; 9,2; 14,1; 14,4; 19,3; 12,2; 13,8; 17; 18,7; 17,6; 14,3; 19.,6; 13,3;
16,4; 12,4; 16,3; 17,5; 13,6; 17,1; 13,2 a 15,4 umol/l. Zostavme tabulku pocet-
nosti pre sibor ziskanych hodnot.

Bilirubin predstavuje kvantitativnu spojiti veli¢inu, ktord moze nadobi-
dat velmi velké mnozstvo hodnédt, teoreticky neobmedzené. Najmensou za-
znamenanou hodnotou bilirubinu z,,;, v tomto vyberovom siibore bola hod-
nota 6,7 pwmol/l. Najvic¢Sou zaznamenanou hodnotou z,,,, bola hodnota
20,7 pmol /1. Variacné rozpétie 2 hodnot bilirubinu je teda 20,7-6,7=14 umol /1.
Spocitanim vSetkych hodnét zistime, Zze velkost vyberového siboru n je 50.
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Potom podla Sturgesovho pravidla vypocéitame odporuc¢any pocet intervalov k
bude 1+43,322log;y50=6,6439, ¢o po zaokrihleni smerom nahor predstavuje 7
intervalov. Sirka jedného intervalu A preto bude 14/7=2 pumol/l, t. j. hodnoty
bilirubinu budeme triedit do siedmich intervalov so 8irkou 2 umol /I, po¢inajic
hodnotou 6,7 pmol/l vratane. Podla tohoto vypoc¢tu budeme mat definované
intervaly triedenia hodnot bilirubinu takto: (6,7;8,7), (8,7;10,7), (10,7;12,7),
(12,7;14,7), (14,7;16,7), (16, 7;18,7), (18,7; 20, 7). V zavislosti od charakteru
udajov a potrieb ich prezentéacie, by sme mohli okrem hranic intervalov urcit aj
ich stredy. V tomto pripade by to boli hodnoty: 7,7; 9,7; 11,7; 13,7, 15,7; 17,7
a 19,7 umol/I.

Nakoniec zostrojime tabulku pocetnosti intervalového rozdelenia pocetnosti
hodnot bilirubinu sledovanych pacientov (tabulka [1.9).

Tabul'ka 4.9: Tabulka pocetnosti hodnot bilirubinu.

Triedny interval Pocetnost Re}ativna’ Kuniulativ?a Kumulfitivna
(1 2i1) n; pocetnost pocetnost r?latlvn,a
il Di N; pocetnost P,
(6,7;8,7) 2 0,04 2 0,04
(8,7;10,7) 1 0,02 3 0,06
(10,7;12,7) 4 0,08 7 0,14
(12,7,14,7) 11 0,22 18 0,36
(14,7;16,7) 12 0,24 30 0,60
(16,7;18,7) 15 0,30 45 0,90
(18,7;20,7) 5) 0,10 50 1
Spolu 50 1 - -

Z tabulky vidime nielen to, kol'ko hodnot mame vo vyberovom subore,
ale aj to, ktoré hodnoty si zastupené najcastejsie, aké je ich rozlozenie napriec¢
variaénym rozpatim, aké zastipenie maja jednotlivé intervaly hodnot v rameci
celého suboru a mnohé dalsie charakteristiky, ako to uz bolo diskutované vyssie.

4.2.3 Graficka prezentacia

Pri intervalovom triedeni idajov pouzivame na ich graficku prezentaciu naj-
castejSie histogram, pripadne polygon. V niektorych pripadoch je vyuzivany
taktiez diagram stoniek a listov, ¢i iné typy grafov.

Histogram je optimalnym sposobom grafického zobrazenia spojitych kvan-
titativnych veli¢in bez ohladu na rozsah hodnot analyzovanych suborov. Je
obdobou stlpcového grafu, aviak stlpce histogramu st spojené (nie st medzi
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nimi medzery), kedze spojité hodnoty na seba nadvizujiu. Na x-ovej osi su
zobrazované hranice jednotlivych tried, takze Sirka x-ovej osi zodpovedéd va-
riacnému rozpéatiu suboru zobrazovanych tdajov. Na y-ovej osi st zobrazované
pocetnosti, pripadne aj relativne alebo kumulativne pocetnosti. Histogram tak
zobrazuje rozdelenie pocetnosti, a preto st z neho zakladné charakteristiky roz-
delenia udajov dobre ¢itateIné. Histogram je povazovany za velmi uzitocny graf
pre svoju samovysvetlujicu vizualizaciu udajov. Na obrazku [4.§| je znazorneny
histogram pocetnosti idajov z prikladu 4.2.
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Obr. 4.8: Histogram pocetnosti hodnot bilirubinu.

Z: histogramu pocetnosti hodnot bilirubinu je mozné okrem vyssie uvedenych
informéacii identifikovat viaceré popisné charakteristiky. Z tvaru histogramu je
vidiet, Ze rozloZenie idajov nie je symetrické a Sikmost mé negativy charakter.
Spocitanim vysok histogramu zistujeme rozsah siboru, ktory je 50. Median
rozdelenia je teda dany 25. a 26. hodnotou. Kumulovanim pocetnosti (vysok
stlpcou) zistime, Ze median lezi v intervale 14,7 az 16,7 umol/l, kedze tento
interval obsahuje hodnoty od 19 do 30. Z rozdelenia pocetnosti vieme taktiez
odhadnut priemer hodnot, a to pomocou vztahu (4.9):

8

S|

k
_ T1p1 + TP + - TPk
E LiPi = 0 (4.9)
i=1

kde % je pocet intervalov triedenia, x; st stredné hodnoty intervalov sledovane;j
veli¢iny (u jednoduchého triedenia je to hodnota triedy) a p; st pocetnosti
hodnot v prislusnych intervaloch. Pocetnosti vystupuju do vypoctu priemeru
ako vahy strednych hodnoét intervalov, a preto takto vypocitany aritmeticky
priemer nazyvame aj ako vazeny aritmeticky priemer.
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Potom priemerné hodnota bilirubinu urcena na zéklade rozdelenia poc¢etnosti

bude:
7,TX2497Tx14+---+19,7x5 775
50 - 50

Priemerna hodnota vypoéitana z hodnot zdrojového suboru je 15,63 umol /1.
Vidime teda, ze aritmeticky priemer vypocitany z rozdelenia pocetnosti je tak-
mer totozny. U jednoduchého triedenia by boli hodnoty aritmetickych prieme-
rov vypocitané oboma sposobmi rovnaké.

Podobne by sme z informécii o rozdeleni pocetnosti vedeli ur¢it rozptyl alebo
smerodajnu odchylku daného vyberového stiboru. Rozptyl hodnot vypocitame
podla vztahu (4.10)):

= 15,5

T =

k
1
2 \2
5" = (x; — X 4.10

n—1 izzlp i ( ) (4.10)
a smerodajna odchylka s bude potom odmocninou rozptylu. Rozptyl vypoci-
tany z informéacii od¢itanych z histogramu pocetnosti hodnoét bilirubinu bude:

,  2(7,7—15,5)4+1(9,7—15,5)>+---+5(19,7—15,5)> 410
° T 49 ~ 49

Rozptyl hodnot bilirubfnu uréeny z rozdelenia pocetnosti je 8,37 pmol? /I
a smerodajnd odchylka 2,89 pumol/l. Pre porovnanie, rozptyl vypocitany zo
zdrojovych tdajov stiboru je 8,78 umol?/I? a smerodajna odchylka 2,96 umol /1.

Podobne ako u jednoduchého triedenia je ¢asto graficky zobrazovana aj in-
formécia o rozdeleni relativnych ¢i kumulativnych pocetnosti, napriklad tak ako
je to znazornené na obréazku (4.9
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Obr. 4.9: Histogram relativnych a kumulativnych relativnych pocetnosti hodnot bilirubinu.

Pri zostavovani histogramu je dolezité zachovat rovnaku sirku jednotlivych
intervalov, aby prezentované pocetnosti, resp. relativne pocetnosti zodpovedali
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skutoénym tdajom. Ak by sme totiz pouzivali rozne Sirky intervalov triedenia
adajov, ale stlpce histogramu by boli prezentované s rovnakou sirkou, boli by
tvar i prezentacia rozdelenia tidajov a ich zastupenia v sibore skreslené. V ta-
kom pripade je potrebné relativnu pocetnost vydelit Sirkou daného intervalu
a do histogramu vynéasat vysledné hodnoty tohto pomeru.

Polygén kvantitativnych spojitych veli¢in je tvoreny pocetnostami, resp.
relativnymi pocetnostami korespondujticimi so stredmi triednych intervalov,
tak ako je to zobrazené na obréazku |4.10]
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Obr. 4.10: Polygon relativnych a kumulativnych relativnych pocetnosti hodnét bilirubinu.

Polygon rozdelenia pocetnosti/relativnych pocetnosti by sa mal na oboch
stranach predlzit k osi x tak, Ze sa spoji so strednymi hodnotami dalsieho
,odlahlého* intervalu nulovej poc¢etnosti. Takyto polygén nazyvame uzavretym
polygonom. Ak tieto odlahlé intervaly nulovej poc¢etnosti nezakreslime, potom
polygén nazyvame otvorenym, tak ako je to na obrazku vlavo. U kumula-
tivnych pocetnosti spojitych veli¢in vykreslujeme polygon so zaciatkom v nule
na dolnej hranici prvého intervalu a pokracujeme spajanim hornych hranic jed-
notlivych triednych intervalov az k poslednému intervalu. Jednou z vyhod poly-
gonu kumulativnych pocetnosti je, ze podiel (alebo percento) pozorovani nizsich
ako Specifikovand hodnota mozno Tahko odcitat z grafu. Napriklad z obrazku
m vpravo je vidiet, Ze 50% pacientov ma hodnotu bilirubinu 16,25 pmol/I,
¢o je medianom suboru. Polygony kumulativnych pocetnosti je mozné pouzit
na ucely porovnavania, a to prekrytim dvoch alebo viacerych polygonov.

Diagram stonky a listov je uzitocny spdsob kombinovanej prezentacie
zdrojovych tdajov a ich charakteristik. Standardna organizacia udajov totiz
zahfha najma usporiadanie udajov a zostavenie tabulky pocetnosti, pricom
povodné tdaje st zoskupené a prezentované tak, Ze nie je mozné skiimat cha-
rakteristiky s pouzitim individualnych tdajov.
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V tejto stuvislosti je diagram stonky a listov (stem-and-leaf plot) vhodnou
alternativou, pretoze st v nom viditelné zdrojové udaje a zaroven su graficky
usporiadané. Grafické znézornenie diagramu stonky a listov umoziuje pries-
kumnt analyzu tdajov. Zobrazenie a ucel diagramu stonky a listov je pritom
obdobné ako u histogramu, ktory je uzitocny pre kvantitativne subory tdajov.
Poskytuje prehladné informécie o rozsahu suboru, distribucii a koncentracii
udajov, odhaluje pritomnost alebo nepritomnost symetrie a pod. Hlavnou vy-
hodou diagramu stonky a listov je, Ze zachovava povodny stibor tidajov a mozno
ho vytvéarat a doplhat uz pocas zberu tdajov. Predstavuje teda vykonnu, ale
pritom jednoducht techniku na skiimanie adajov.

Pri zostavovani diagramu stonky a listov rozdelime jednotlivé hodnoty na
dve casti, stonku a list. Stonku predstavuje jedna alebo viac pociatoénych ¢is-
lic hodnoty a listovi cast predstavuji zostavajice ¢islice. Pri zobrazovani stonka
zacina najmensou hodnotou a koné¢i najvacsou, pricom hodnoty st zobrazené
v usporiadanom stlpci. Do stonky je potrebné zahrnuf vietky hodnoty v po-
stupnosti, a to aj v pripade, Ze nie st v sledovanom stbore. Listy diagramu st
umiestnené na pravej strane zodpovedajucich stoniek v radoch. Ak je v listoch
viac ako jedna c¢islica, berie sa do tvahy prva cislica a zostavajice cislice sa
ignoruju. Ak st v pozorovanych tdajoch desatinné miesta, potom sa desatinné
miesta v diagrame vynechaju. Medzi stonkou a listami je mozné zakreslit zvisli
claru.

Na obrazku je uvedeny priklad diagramu stonky a listov hodnot hmot-
nosti stredoskolakov z prikladu 3.1.

3| 89

4| 2689

5| 01237777799
6| 0001112333456

Obr. 4.11: Diagram stonky a listov hmotnosti stredoskolakov.

7 vysSie uvedeného diagramu stonky a listov, mozeme vidiet napriklad, ze
najmensia hodnota hmotnosti je 38 kg, najvacsia 66 kg, median 58 kg, modus
b7 kg, variacné rozpatie 28 kg, pocetnost najvyssia v dekade hmotnosti 60-
kilogramovych stredoskolakov.
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Uvod do tedrie pravdepodobnosti

V kapitole sme naznacili, ze teéria pravdepodobnosti predstavuje premos-
tenie medzi popisnou a induktivnou Statistikou. Teéria pravdepodobnosti je
odvetvim matematiky, ktora ndm poskytuje zaklad pre odvodenie Statistickych
zaverov induktivnej Statistiky. Musime vsak zdoraznit, Ze sa jedna o pomerne
rozsiahlu problematiku, ktoré nie je hlavnym predmetom tejto ucebnice, a preto
uvedieme len jej zakladné koncepty a najddlezitejsie principy potrebné pre po-
chopenie tém Statistickej indukcie, tak ako budu prezentované v dalsich kapi-
tolach tejto ucebnice.

Termin pravdepodobnost je v medicine pouzivany pomerne ¢asto. Mozeme
napriklad povedat, Ze pacient ma 70% Sancu na uzdravenie, S8ancu 50 na 50
prezit urc¢itu operaciu, na 95% konkrétnu chorobu a pod. Ako je vidiet z tychto
prikladov, vacsinou vyjadrujeme pravdepodobnosti v percentach. V matema-
tickom ponimani pravdepodobnosti je vSak vhodnejsie vyjadrovat pravdepo-
dobnosti ako pomery (resp. zlomky). Percenta potom ziskame vynasobenim
hodnoty pravdepodobnosti ¢islom 100. Z toho je zrejmé, ze pravdepodobnost
vyskytu nejakého javu alebo udalosti oznacujeme ¢islom medzi nulou a jed-
notkou, pricom dany jav alebo udalost je tym viac pravdepodobnejsia, ¢im je
toto cislo vacsie, t. j. blizsie k jednotke. Pravdepodobnost, Ze jav alebo udalost
urcite nastane, ma hodnotu jedna. Naopak, javy alebo udalosti, ktoré nemoézu
nastat, maji pravdepodobnost rovnu nule.

Z pohladu biostatistiky by bolo legitimne pytat sa, napriklad ¢i zlepSenie
hodnot biomarkerov, zmena zdravotného stavu, vznik urcitého ochorenia a pod.
sa mohli objavit len ndhodou, alebo ¢i st dosledkom nejakych vonkajsich vply-
vov, napriklad liecby, zivotného stylu, prostredia a pod. Predstavme si situaciu,
ze sedem z desiatich pacientov trpiacich nejakym ochorenim sa po absolvovani
lie¢by tuspesne vylieci. Je pravdepodobné, ze dojde k takejto miere vyliecenia, ak
pacienti liecbu nepodstupia? Alebo, je to skutoény dokaz, ze poskytnuté liecha
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je ucinna? Pripadne pri rieSeni inych problémov zistujeme aka je pravdepodob-
nost, ze pacient po transplantacii srdca bude zit tri roky? Aka je pravdepodob-
nost, ze pacient bude reagovat na stanovenu liecbhu? Aka je pravdepodobnost,
ze pacient trpiaci bolestami zaludka méa vred? Aj na takéto otazky sa pokusame
najst odpovede s vyuzitim pojmov a zakonitosti platnych v teorii pravdepodob-
nosti. Je v8ak potrebné zdoraznit aj to, Zze Statistické analyzy zriedkavo vedi
k jednoznacnej odpovedi, a preto by mal byt do odpovedi zahrnuty aj urcity
stupen neistoty.

5.1 Vychodiskd a zakladné pojmy tedérie pravdepodob-
nosti

Teoéria pravdepodobnosti vo svojej vSeobecnej podstate skiima zakonitosti,
u ktorych sa vyskytuji prvky nahodnosti. To znamené, Ze riesi problémy spo-
jené s ulohami, v ktorych nejakd udalost moze, ale nemusi nastat, a to aj pri
zachovani rovnakych vstupnych podmienok. Podstata tedrie pravdepodobnosti
je zvycajne vysvetlovana na prikladoch ako st hod mincou, hod kockou, vyber
hracej karty, narodenie dietata istého pohlavia, vyroba suciastok a pod., pri-
¢om sa zdoraznuje, Ze vysledok zavisi na ndhode. Jednotlivé ¢innosti z tychto
prikladov vedu k réznym vysledkom, ktorych pocet moze byt konecny, napri-
klad u diskrétnych veli¢in, alebo teoreticky nekone¢ny, resp. s velmi velkym
poctom moznych vysledkov, tak ako je to u spojitych veli¢in. Hod mincou sa
moze skoncit jednou z dvoch moznosti, hod jednou kockou jednou zo Siestich
moznosti, vyber karty z celého balika sedmovych kariet jednou z tridsatdva
moznosti a pod.

Ak nie je vysledok nejakej ¢innosti jednoznacne urcéeny pri zabezpeceni rov-
nakych podmienok a nie je ho mozné jednoznacne predpovedat, potom takito
¢innost oznacujeme ako nahodny pokus. Nahodny pokus je mozné za rovnakych
podmienok (teoreticky neobmedzene) opakovat, ¢o definuje hromadnost javov,
t. j. vlastnost, ktora je pre tedriu pravdepodobnosti zakladom. Pri realizacii
nadhodnych pokusov (experimentov) teda budeme opakovane hadzat mincou
alebo kockou, tahat kartu z celého balika kariet, pozorovat poc¢ty a pohlavia
narodenych deti a pod.

Ak vieme, ze vysledok nahodného pokusu ja zévisly na nédhode, a Ze po-
kusy je mozné za rovnakych podmienok opakovat, potom moézeme definovat
pojem néhodné veli¢ina. Ndhodna veli¢ina predstavuje premenni, ktora moze
nadobudat rozne hodnoty v zéavislosti na nahode. Ak nahodnu velicinu (pokus,
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premenni) ozna¢ime ako X, potom jej hodnoty (vysledky, udalosti) buda x;,
kde:=1,2,3,... n:

X ={x1,29,23,...,2,} (5.1)

kde x; predstavuju elementarne javy, ktoré sa navzajom vylucuju, ale pri rea-
lizacii ndhodného pokusu jeden musi vzdy nastat.

V zéavislosti od nadobtidanych hodnét mozu byt ndhodné veli¢iny diskrétne
(pocet elementarnych javov je obmedzeny) alebo spojité (elementarne javy
mozu nadobudat Tubovolné hodnoty).

Nahodny jav potom bude predstavovat Tubovolné tvrdenie o vysledku né-
hodného pokusu a je reprezentovany mnozinou moznych elementarnych javov,
napriklad pri hode mincou padne znak, pri hode kockou padne 6, narodi sa
chlapec, vyrobok bude nepodarok, v ¢akarni bude viac ako 10 pacientov a pod.
V $pecifickych pripadoch sa mdzeme stretnat s istym alebo aj nemoznym ja-
vom. Isty jav je nahodny jav, ktory nastane pri kazdom pokuse. Nemozny jav
je zasa ndhodny jav, ktory nenastane pri ziadnom pokuse (nenastane nikdy).

Podstatu elementarnych javov a nahodnych javov si vysvetlime na nasle-
dovnom priklade. Predpokladajme, Zze nahodny pokus spociva v jednom hode
Seststennou hracou kockou so stenami ocislovanymi od 1 do 6. Potom na-
hodna veli¢ina urcuje mnozinu Siestich elementarnych javov, ktoré mozu nastat
X =1{1,2,3,4,5,6}. Predpokladajme, ndAhodnym javom, oznac¢me ho napriklad
A, je ak padne jednotka. Potom nédhodny jav vymedzuje len jednu elementarnu
moznost a plati, ze A = {1}. Alebo, ndhodny jav B nastane, ak padne péarne
¢islo, potom B = {2,4,6}. Pripadne, ndhodny jav C nastane, ak padne ¢islo
mensie ako 4, potom C' = {1, 2,3} a pod. Ak nie si definované ziadne obmedze-
nia ndhodnych javov, potom by sme vedeli definovat 20=64 réznych ndhodnych
javov, t.j. vSetky podmnoziny ndhodnej veliciny X.

Ak pozname mnozinu v8etkych moznych vysledkov ndhodnej veli¢iny, potom
je mozné vyjadrit Sancu, ze ndhodny pokus realizovany v ramci danej ndhodne;j
veli¢iny skond¢i urcitym vysledkom. Ak predpokladame, Zze udalost z; je jednou
z moznosti, ktoré mozu nastat v ndhodnom pokuse nahodnej veli¢iny X, po-
tom pri viacnasobnom opakovani pokusu za rovnakych podmienok udalost
v niektorych pokusoch nastane a v inych nie.

Z popisnej Statistiky a triedenia udajov (vid kapitola mozeme analo-
gicky urcit, ze ak nastala udalost x; v n pokusoch k—krat, potom ¢islo & na-
zyvame absolutnou pocetnostou udalosti x; a podiel k/n nazyvame relativnou
pocetnostou udalosti x.
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Ak relativne pocetnosti sledovanej udalosti u opakovanych nahodnych po-
kusov kolisu okolo urcitej hodnoty, potom odchylky od tejto hodnoty budu tym
mensie, ¢im viac pokusov sa uskutoc¢ni. Taktto vlastnost relativnych pocetnosti
oznacujeme ako stabilita relativnych pocetnosti, resp. statisticka stabilita. Za-
kladnym predpokladom je, ze ak sa udalost vyskytla v ur¢itom pomere pripadov
v minulosti, vyskytne sa priblizne v rovnakom pomere pripadov aj v budtcnosti.
Tento predpoklad moZno opriet o velmi vSeobecné tvrdenie nazyvané aj ako
pravidlo velkych ¢isel, ktoré hovori, Ze so zvySovanim pocétu pokusov sa rela-
tivne pocetnosti vysledkov viac a viac priblizuju k teoretickej (alebo skutocnej)
hodnote pravdepodobnosti.

Hodnotu, okolo ktorej koliSe relativna pocetnost sledovanej udalosti x1 po-
vazujeme za pravdepodobnost tejto nahodnej udalosti a oznacujeme P(xy),
pricom plati, ze:

P (1) = %;n — 00 (5.2)

Definiciu pravdepodobnosti konkrétneho vysledku teda mozeme chapat ako
podiel pripadov, kedy by sa tento vysledok mal vyskytnut v dlhodobom slede
opakovanych pozorovani. Priradenie pravdepodobnosti jednotlivym elementar-
nym javom na zaklade relativnych pocetnosti redlne vykonanych experimentov
(pokusov) je v medicinskych tlohéch najcastejsie pouzivanym Statistickym pri-
stupom. Okrem tohto pristupu by bolo mozné pravdepodobnosti javom pride-
Tovat na zaklade intuicie vychadzajicej z predoslych skisenosti (zatazené istou
mierou subjektivnosti), alebo na zéklade priradenia rovnakych pravdepodob-
nosti vietkym javom (rovnomerné rozdelenie).

Priklad 5.1. Predpokladajme, Ze farba Iudskych oé¢i je dana parom génov
(jeden od otca a jeden od matky), ktory oznac¢ujeme genotyp. Hned4 farba oci
(H) je dominantné nad modrou farbou oé¢i (M). Preto v genotype HM, pozos-
tavajucom z jedného hnedého génu H a jedného modrého génu M, dominuje
hnedy gén. Osoba s genotypom HM ma hnedé oc¢i. Mame urc¢it pravdepodob-
nost modrej farby oc¢i dietata, ak obaja rodi¢ia maju hnedé o¢i a genotyp HM.
AKA je pravdepodobnost, Zze dieta bude mat hnedé oci?

Pre vyrieSenie tejto tlohy sa potrebujeme pozriet na vsetky moznosti, ktoré
mozu nastat pri uréeni genotypu farby oci dietata. Tieto moznosti vynesieme
do tabulky [5.1} Podla teorie genetiky mame dostupné styri mozné genotypy
pre dieta, ktoré su rovnako pravdepodobné. Preto mézeme na vypocet pravde-
podobnosti javu, ktorym je dana farba o¢i, pouzit pomer poctu pripadov, kedy
nastane tato farba o¢i ku vsetkym moznostiam.
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Tabulka 5.1: Genotypy farby o¢i dietata.

Matka
Otec i i
H HH HM
M MH MM

Modré oc¢i sa mozu vyskytnit iba s genotypom MM, takze existuje iba jeden
vysledok priaznivy pre modré o¢i, potom P(M)=1/4=0,25. Pravdepodobnost,
7e dieta bude mat modré oé¢i je 25%.

Podobne, hnedé oc¢i budu definované ostévajicimi troma elementarnymi
javmi (moznostami) a preto P(H)=3/4=0,75. Pravdepodobnost, Ze dieta bude
mat hnedé oci je 75%.

5.2 Elementarne vlastnosti pravdepodobnosti

Vseobecny matematicky pristup k rieSeniu problematiky pravdepodobnosti vy-
chadza z troch elementarnych vlastnosti, z ktorych je pomocou matematickej
logiky dalej konstruovany cely systém teorie pravdepodobnosti. Tieto tri vlast-
nosti pravdepodobnosti st nasledovné.

Predpokladajme, Ze mame ndhodnu veli¢inu s 7 navzajom sa vylucujucimi
udalostami Aq, As, ..., A,. Potom pre ktortukolvek udalost A; existuje pravde-
podobnost P(A;) dana nezapornym ¢islom a plati, Ze:

0< P(A)<1 (5.3)

Inymi slovami povedané, vsetky udalosti musia mat pravdepodobnost vacsiu
alebo rovnu nule, ale nanajvys rovnu jednotke. Je pochopitelné, ze pravdepo-
dobnost nemoéze byt negativna. KIticovym konceptom vo vyjadreni tejto vlast-
nosti je podstata vzajomne sa vylucujicich udalosti, t. j. takych, ktoré nemoézu
nastat stcasne.

Druhou elementarnou vlastnostou je, ze suma pravdepodobnosti vsetkych
navzajom sa vylucujicich udalosti A, Ao, ..., A, je rovna jednej:

P(A1)+P(A2)++P(An)=1 (54)

Toto predstavuje vlastnost tplnosti a vztahuje sa na skutoc¢nost, ze pri po-
zorovani procesov zalozenych na pravdepodobnostiach musime pocitat so vset-
kymi moznymi udalostami, a ked sa vezmu vsetky dohromady, ich celkova prav-
depodobnost je 1. Samozrejme, plati poziadavka, ze méame kompletny zoznam
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moznych udalosti, ktoré sa neprekryvaju a ziadne dve z nich sa teda nemoézu
vyskytnit sticasne.

A do tretice, predpokladajme, Ze mame akékolvek dve vzajomne sa vylucu-
juce udalosti A; a A;. Potom pravdepodobnost vyskytu A; alebo A; sa rovna
stictu ich jednotlivych pravdepodobnosti:

P(Ai+A)=P(A)+ P(4)) (5.5)

Ak by sa A; a A; navzdjom nevylucovali, potom by tato vlastnost neplatila,
je potrebné hladat ich spolo¢né prvky a pouzit iné operéacie s udalostami a ich
pravdepodobnostami.

5.3 Vybrané operacie nad pravdepodobnostami

Nahodné javy (udalosti) predstavuju podmnoziny siboru vSetkych moznosti
nahodnej veli¢iny, a preto aj operdcie medzi nimi odpovedaji mnozinovym
operaciam. Vysledky operécii s nahodnymi javmi moézu byt teda aplikované na
operacie s ich pravdepodobnostami.

Ak mame udalost A, potom jej doplnkom je podmnozina vSetkych ostatnych
udalosti, ktoré mozu nastat. Teda plati, Ze ak nastane doplnok udalosti A,
potom nenastane udalost A. Takitto doplnkovii udalost oznacujeme ako A a pre
ich pravdepodobnosti plati:

P(A)+P(A) =1 (5.6)

Ak mame dve [ubovolné udalosti A a B, potom udalost AU B interpretujeme
tak, ze nastala aspon jedna z tychto dvoch udalosti a pre pravdepodobnost
P (AU B) plati:

P(AuB)=P(A)+P(B)—P(ANB) (5.7)

kde udalost AN B, znamen4, ze udalosti A a B nastali sticasne. Ak st udalosti
A a B nezlucitelné, teda nemézu nastat sucasne, potom:

P(ANB)=0 (5.8)
Ak st udalosti A a B navzajom nezavislé a mozu nastat sucasne, potom:
P(ANDB)=P(A)P(B) (5.9)

Situacia, kedy nastane udalost A a nenastane udalost B je oznacovana ako
A — B, pricom ak st obe udalosti nezlucitelné, potom plati:

P(A— B) =P (A) (5.10)
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Ak je udalost A podmnozinou udalosti B, oznacujeme to ako A C B. Pre
P (B — A) potom plati:

P(B—A)=P(B)— P(A) (5.11)

Casto sa stretavame s pripadmi tzv. podmienenej pravdepodobnosti, t. j.
napriklad kedy nastala udalost A za podmienky, Ze nastala udalost B. Oznac¢ime
to ako A/B a pre pravdepodobnost plati:

P (AN B)

P(A/B) = —F 5

(5.12)

Priklad 5.2. Predpokladajme, Ze u hospitalizovanych pacientov, ktori mali
podstupit operacny zakrok, boli spolo¢ne s ostatnymi tdajmi v rdmci predo-
perac¢nych vySetreni zaznamenévané aj informacie o krvnej skupine a zo zazna-
menanych tudajov bola zostrojena tabulka pocetnosti krvnych skupin. Urcte
pravdepodobnosti nasledujtcich udalosti (javov): A; - pacient ma krvnu sku-
pinu A, As - pacient mé krvnu skupinu AB, Aj - pacient mé krvnu skupinu B,
Ay - pacient mé krvna skupinu 0, As - pacient ma krvnu skupinu A a AB, Ag
- pacient méa krvna skupinu A alebo 0, A7 - pacient nema krvna skupinu B.

Tabulka 5.2: Tabulka pocetnosti krvnych skupin hospitalizovanych pacientov.

Krvna skupina Poéetnost
A 90
AB 80
B 20
0 10

Pri rieSeni tohoto prikladu mozeme vychadzat z vyuzitia relativnych pocet-
nosti na odvodenie pravdepodobnosti. Hodnoty sa navzajom vyluc¢uju (jeden
pacient neméze mat dve krvné skupiny) a spocitanim pocetnosti zistujeme, ze
do stuboru bolo zahrnutych 200 hodnét (pacientov). Pravdepodobnosti jednot-
livych udalosti potom uré¢ime nasledovne:

90

80
P(Az) :%:0,4

20
P(As) = — =0,1

200
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10
PA) = =0
(Ag) 500 0,05
P(As) = P (A; N Ay) = 0
90 10

P(Ag) = P (A UAy) = 2 10
(As) (AU Ag) = o5+ 550 = 0,5

_ 2
P(A7):P(A3):1—P(A3):1—%:1—0,1:0,9

Jednotlivé pravdepodobnosti vyjadrené v percentach ziskame, ak vysledné
hodnoty pravdepodobnosti vynasobime hodnotou 100. Pripomenieme, Ze uda-
lost Ay je rovna nule preto, lebo sa jedna o javy, ktoré nemdézu nastat sucasne.



Kapitola 6

Rozdelenia pravdepodobnosti

Schopnost odvodit pravdepodobnosti nahodnych veli¢cin ndam umozni nielen
pozorovat pravdepodobnosti individualnych javov, tak ako to bolo naznacené
v predchadzajtcich tvahéach, ale umoziuje nam tiez definovat a pochopit cha-
rakteristiky ich rozdelenia. Rozdelenia pravdepodobnosti nahodnych velic¢in
maju svoju nezastupitelnu tulohu v Statistickych analyzach, kedze umoziuja
vykonavanie objektivnych rozhodnuti na zédklade vyberovych stuborov. Rozde-
lenia pravdepodobnosti sa pouzivaju na vypocet teoretickej pravdepodobnosti
vyskytu roznych hodnot a st teda teoretickym ekvivalentom empirickych roz-
deleni relativnych pocetnosti.

Napriklad, ak pozname priemernti hodnotu a smerodajnt odchylku vysky
dospelych muzov, mdzeme vypocitat pravdepodobnost, ze budi vyssi ako
180 cm, ak predpokladame, Ze rozdelenie vysky v zékladnom sibore je rov-
naké ako prislusné rozdelenie pravdepodobnosti. V nasledujicich podkapitolach
si preto uvedieme najcastejSie pouzivané rozdelenia pravdepodobnosti diskrét-
nych a spojitych velic¢in.

6.1 Rozdelenia pravdepodobnosti diskrétnych velicin

Diskrétne ndhodné veli¢iny nadobudaju kone¢né (spocitatelné) mnozstvo hod-
not (spravidla celociselnych). Prikladmi mozu byt pocet narodenych dievéat,
pocet vylieCenych pacientov, pocet dni hospitalizacie v nemocnici, pocet timrti
a pod. Medzi najznamejSie teoretické diskrétne rozdelenia pravdepodobnosti
patria napriklad diskrétne rovnomerné rozdelenie, alternativne rozdelenie, bi-
nomické rozdelenie, Poissonovo rozdelenie, hypergeometrické rozdelenie ¢i loga-
ritmické rozdelenie.

Rozdelenie pravdepodobnosti diskrétnej nahodnej veli¢iny predstavuje prav-
depodobnosti priradené kazdej hodnote diskrétnej nahodnej veliciny. Relativna

39
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pocetnost ziskana z tdajov vyberového stuboru tak aproximuje rozdelenie prav-
depodobnosti pre velké subory. Kazda pravdepodobnost priradena konkrétnej
hodnote je ¢islo medzi 0 a 1 a stucet pravdepodobnosti vSetkych moznych hod-
not diskrétnej nahodnej veli¢iny sa rovna 1. Ak hodnoty x;; « = 1,2,....n
ozna¢uju mozny vysledok nahodnej veliciny X a ak P (X = z;) = P (z;) = p;
oznacuje pravdepodobnost tohto vysledku, potom:

0<p<la » p=1 (6.1)
1=1

Rozdelenie pravdepodobnosti diskrétnej nahodnej velic¢iny definujeme prav-
depodobnostnou tabulkou diskrétnej nahodnej velic¢iny (tabulka [6.1)).

Tabul'ka 6.1: Pravdepodobnostné tabulka diskrétnej nahodnej veli¢iny.

X X1 X2 xs3 s Tn,

Di b1 D2 b3 ce Pn

Alternativne mdzeme toto rozdelenie pravdepodobnosti diskrétnej nahodnej
veli¢iny prezentovat vo forme stlpcového grafu. Grafickou prezentaciou a spo-
jenim bodov [x;; p;] dostaneme polygén rozdelenia pravdepodobnosti.

Rozdelenie pravdepodobnosti diskrétnej nahodnej veli¢iny definujeme tak-
tiez pomocou distribucnej funkcie. Kumulativne rozdelenie pravdepodobnosti
pre diskrétnu nahodnt veli¢inu, ktorej rozdelenie pravdepodobnosti je uvedené
v tabulke [6.1], mozno ziskat postupnym sc¢itanim pravdepodobnosti p;. Kumu-
lativnu pravdepodobnost pre z; potom zapiseme ako F'(z;) = P (X < ;).
Hodnota distribu¢nej funkcie rozdelenia pravdepodobnosti diskrétnej nahodne;j
veli¢iny udava pravdepodobnost, Ze nahodné velicina X nadobudne hodnoty
mensie alebo rovné Specifikovanej hodnote ;. Distribu¢ni funkciu rozdelenia
pravdepodobnosti diskrétnej nahodnej veli¢iny potom zapiSseme v tvare (6.2)):

Flx)=P(X<z),7€R (6.2)

Priklad grafickej prezentacie distribuc¢nej funkcie rozdelenia pravdepodob-
nosti diskrétnej nahodnej veli¢iny je znazorneny na obrazku (prezentuje
udaje z prikladu 4.1). Graf funkcie /' (x) pozostava vylucéne z horizontélnych
Ciar, avSak zvislé (vertikilne) ¢iary dodéavaju grafu stuvisly vzhlad. Nahliad-
nutim do takejto grafickej prezentacie kumulativneho rozdelenia pravdepodob-
nosti moézeme rychlo identifikovat pravdepodobnosti jednotlivych hodnot, ale
aj skupin hodnot diskrétnej nahodnej veli¢iny.



6.1 Rozdelenia pravdepodobnosti diskrétnych veli¢in 91

Obr. 6.1: Distribu¢né funkcia rozdelenia pravdepodobnosti diskrétnej ndhodnej veliciny.

Rozdelenie pravdepodobnosti reprezentujtice hodnoty zakladného suboru je
mozné pouzit aj na odvodenie priemernej hodnoty ¢i rozptylu hodnot ndhodne;j
veli¢iny. Priemer zakladného suboru s je definovany ako ocakavana hodnota
diskrétnej nahodnej velic¢iny X, ktort vypocitame pomocou vztahu (6.3)):

= Z ;D (6.3)
i=1

Podobne je mozné vypocitat rozptyl zakladného siboru o? diskrétnej na-
hodnej velic¢iny X, a to podla vztahu (6.4)):

n

o = Z (z; — 1)’ pi (6.4)

1=1

z ktorého druhou odmocninou ziskame smerodajnt odchylku o.

6.1.1 Diskrétne rovhomerné rozdelenie

Diskrétne rovnomerné rozdelenie R (n) je velmi jednoduchym teoretickym roz-
delenim diskrétnej nahodnej veli¢iny. Predpoklada, ze pravdepodobnost vy-
skytu ktorejkol'vek hodnoty x; diskrétnej nahodnej veli¢iny X je rovnaké:

1

kde n je rozsah diskrétnej nahodnej veliciny X a zaroven jedinym parametrom
rovnomerného rozdelenia R (n).
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Rovnomerné diskrétne rozdelenie 17 (1) potom definuje pravdepodobnostnii
tabulku diskrétnej nahodnej veliéiny X s rovnakymi pravdepodobnostami pre
vSetky hodnoty, tak ako je to uvedené v tabulke [6.2]

Tabulka 6.2: Pravdepodobnostné tabulka diskrétneho rovnomerného rozdelenia.

X 1 To T3 e Ty

Di 1/n 1/n 1/n 1/n

V pripade, ze mame diskrétnu ndhodnu veli¢inu, ktorej hodnoty mozu na-
dobudat celo¢iselné hodnoty 1 az 12, potom pravdepodobnost pre ktortukolvek

z tychto hodnot bude p;=1/12=0,8333. Pre distribu¢nu funkciu plati vztah (6.2)
a jej grafické znézornenie je zobrazené na obrazku [6.2]

0,8 -

0,6 -

F(x)

04 -

0,2 -

Obr. 6.2: Distribu¢na funkcia diskrétnej ndhodnej veli¢iny s dvanastimi moznostami.

Diskrétne rovnomerné rozdelenie R (n) pouzivame pri teoretickych tvahach
o rozlozeni diskrétnych hodnot, ak nie sit zndme empirické hodnoty relativnych
pocetnosti, alebo ak chceme otestovat, ¢i ziskané tdaje maji rovnomerné roz-
delenie. Napriklad, pri posudzovani vyskytu nejakého ochorenia pocas roka, ak
predpokladame, Ze vyskyt ochorenia je v kazdom mesiaci rovnaky, t. j. nejedna
sa 0 sezonne ochorenie.

6.1.2 Alternativne rozdelenie

Alternativne rozdelenie A (p) je Specifickym teoretickym rozdelenim diskrétne;j
nédhodnej veli¢iny, kedy skimany jav moze nastat alebo nenastane (dve moz-
nosti). Napriklad, pozorujeme vyvoj zdravotného stavu pacienta a hodnotime,
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¢i ochorenie vzniklo alebo nie. Pripadne sledujeme pohlavie narodeného dietata,
reakciu na podany liek, dostupnost lieku v lekdrni a pod.

U alternativneho rozdelenia A (p) ndhodna premenna X s pravdepodobnos-
tou p nadobuda hodnotu 1 ak jav nastal a s pravdepodobnostou ¢ = 1 — p
hodnotu 0 ak jav nenastal. Pravdepodobnost p je jedinym parametrom alter-
nativneho rozdelenia diskrétnej nahodnej velic¢iny.

Pravdepodobnostna tabulka ma teda v pripade alternativnej nahodnej veli-

¢iny X len dve moznosti (neznamend to automaticky rovnaké pravdepodobnosti
0,5 a 0,5), tak ako je to uvedené v tabulke .

Tabulka 6.3: Pravdepodobnostna tabulka alternativneho rozdelenia.

X 0 1

Di 1—p D

Distribu¢na funkcia F' () predstavuje len jednu troven, t. j. hodnotu jedna,
a to ak nastala sledovana udalost.

6.1.3 Binomické rozdelenie

Najjednoduchsie rozdelenie pravdepodobnosti pre diskrétne tdaje vznika, ak
existuja len dve moznosti, napriklad tak, ako to bolo v predoslom pripade
alternativneho rozdelenia. Av8ak, v analyzach udajov sa stretavame castejsie
s pripadmi, kedy sa alternativne pokusy opakuji a hIadaji sa rozdelenia kombi-
nacie opakovanych pokusov. Pri takejto tivahe sa pouziva binomické rozdelenie
B (n,p), ktoré uvazuje s dvoma vzajomne sa vyluc¢ujicimi moznostami, teda
definuje len pravdepodobnost p kedy udalost nastala alebo nenastala (prav-
depodobnost ¢ = 1 — p), pricom sleduje kolkokrat dana udalost nastala v n
pokusoch. Binomické rozdelenie predpoklada, ze pravdepodobnost p je stano-
vend pre vietky pokusy (nemeni sa), pricom jednotlivé pokusy si nezavislé, t. j.
vysledok jedného pokusu neovplyviuje vysledky ostatnych pokusov.

Predpokladajme, Ze mame binomickt nahodni veli¢inu X, ktora reprezen-
tuje poc¢ty pripadov, kedy nastala sledovand udalost v n pokusoch. Moze teda
nadobuidat iba hodnoty 0,1,2,....n, pricom 0 znamena, Ze udalost v n po-
kusoch nenastala, 1 znamena, Ze nastala v n pokusoch raz atd. Ak je pravde-
podobnost, Ze udalost nastane p velka, potom aj pravdepodobnosti pre pocty
udalosti veli¢iny X budt mat tendenciu byt velké. Naopak, ak je pravdepo-
dobnost, Zze udalost nastane p mala, aj pravdepodobnosti pre poc¢ty udalosti
veliciny X budd mat tendenciu byt malé.
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Dalej predpokladajme, Ze mame hodnotu £, pre ktora plati, ze je to celé
¢islo z rozsahu od 0 do n vratane, a predstavuje konkrétny pocet pripadov
kedy nastala sledovana udalost v n pokusoch. Potom vypocet pravdepodobnosti
binomickej ndhodnej veli¢iny X pre hodnotu & vypoé¢itame podla vztahu (6.6)):

m:J%X:k%:CDﬁf* (6.6)

kde p € (0,1) a ¢ = 1 — p. Binomicky koeficient (Z) je koeficient, ktory urcuje
pocet roznych sposobov, ktorymi mozno vybrat & objektov z n objektov. Na-
priklad, ak mame piatich pacientov (n) a dvaja z nich (k) maju krvna skupinu
A, tak to moze byt pacient 1 a 2, alebo 1 a 3, alebo 1 a 4, alebo 1 a 5, alebo 2
a 3 atd., celkom 10 moznosti. Vypocitame ho podla vztahu (6.7)):

(+) = o 67

kde n!, resp. k! je n-faktorial, resp. k-faktorial, ktoré pocitame pre kladné
¢isla ako sucin vsSetkych celych ¢isel od 1 do n, resp. do k. Napriklad,
51—=1.2.3.4.5=120. Specifickym pripadom je 0, kedy 0!=1.

Pravdepodobnostna tabulka binomického rozdelenia diskrétnej ndhodnej ve-
liciny B (n,p) potom definuje pravdepodobnosti pre vsetky hodnoty poctov
mozného vyskytu sledovanej udalosti, tak ako je to uvedené v tabulke [6.4]

Tabul'ka 6.4: Pravdepodobnostné tabulka binomického rozdelenia.

T 0 1 2 n

Di Po b1 P2 ce Pn

Ak méa nahodna veli¢ina binomické rozdelenie X, potom je mozné vypocitat
oc¢akédvani hodnotu jej priemeru a rozptylu. Oc¢akiavand hodnota priemeru je:

i =np (6.8)
Podobne, s vyuzitim informacie o po¢te pokusov a pravdepodobnosti bude
hodnota rozptylu binomickej veli¢iny X vypocitana ako:

o? = npq (6.9)

Priklad 6.1. Predpokladajme, Ze pravdepodobnost, ze dospely clovek bude
trpiet diabetom je 0,12. Predpokladajme tiez, ze ndhodne vyberieme 8 oséb
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(ndhodny vyber zo zakladného stuboru). Zostrojme tabulku pocetnosti bino-
mického rozdelenia nahodnej veli¢iny reprezentujticu pocet osdb s diabetom vo
vyberovom subore.

Pocet 0s6b v stibore je 8 (pocet pokusov), a preto hodnoty veli¢iny X budu
x=0,1,2,3,4,5,6,7a8,t.]j. diabetom nebude trpiet nikto, alebo jeden, dvaja
atd. pacienti. Pravdepodobnost udalosti p=0,12 (pacient bude mat diabetes).
Potom pravdepodobnost q=0,88 (nenastane sledovana udalost). Pokusy s ne-
zavislé, kedze vysledok jednej osoby neovplyviiuje vysledok inych osdb a vyber
bol nahodny.

Pravdepodobnosti jednotlivych hodnét ndhodnej premennej X uréime podla
vztahu (6.6). Pre moznost, Ze nikto nebude mat diabetes je:

8 8!
Dy = (0>0, 1200, 888 = e 12°.0,88% = 0, 359634525
Pravdepodobnost, ze jedna z vybranych osob bude trpiet diabetom je:
8 8!
P = (1>o, 12.0,88" = T 121.0,887 = 0, 392328573

Podobne vypocitame vSetky ostatné pravdepodobnosti. Z vypocitanych hod-
not zostrojime tabulku pravdepodobnosti binomickej veli¢iny. Udaje st uvedené
v tabulke [6.5]

Tabulka 6.5: Hodnoty pravdepodobnosti vyskytu diabetu v skupine 8 osob.

8

Di
0,359634525
0,392328573
0,187247728
0,051067562
0,008704698
0,000949603
0,000064745
0,000005225
0,000000042

0 ~J O Ul Wi~ O

Z tabulky pravdepodobnosti vidime, ze pravdepodobnost, Ze nikto nebude
mat diabetes je 36%. Pravdepodobnost, Ze jedna z 6smich vybranych os6b bude
mat diabetes je 39%. Pravdepodobnost, Ze dve z 6smich vybranych oséb budu
mat diabetes je 19% atd. Priemerna hodnota ocakavaného poc¢tu osdb s diabe-
tom z 8 je np=8.0,12=0,96. Rozptyl vypocitany ako npq==8.0,12.0,88=0,8448,
¢o predstavuje smerodajnu odchylku (druhé odmocnina) 0,9191.
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Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej diskrétnej veliciny X s binomickym
rozdelenim je mozné znézornit aj graficky, tak ako je to na obrézku [6.3]

04 -
0,3 1
=
& 02 A
0,1 1
0 ? ! } * * * »
0 1 2 3 4 5 8

Obr. 6.3: Binomické pravdepodobnosti vyskytu diabetu.

ﬂﬂ Funkcie v MS Excel

BINOM.DIST (Cislo _s; pokusy; pravdepodobnost_s; kumulativne)
Funkcia BINOM.DIST vrati hodnotu binomického rozdelenia pravdepodobnosti jednot-
livych velicin.

BINOM.INV(pokusy; pravdepodobnost _s; alfa)
Funkcia BINOM.INV vrati najmensiu hodnotu, pre ktord ma distribuéna funkcia bino-
mického rozdelenia hodnotu vacsiu alebo rovnajicu sa hodnote kritéria.

6.1.4 Poissonovo rozdelenie

Poissonovo rozdelenie P () je rozdelenim diskrétnych nahodnych veli¢in, ktoré
je velmi ¢asto vyuzivané v biologii a medicine ako teoreticky pravdepodob-
nostny model. Mozno ho pouzit na modelovanie poc¢tu udalosti, ktoré nastant
pocas nejakého ¢asového obdobia, pripadne v nejakom priestore, ale kde plati, ze
kazda udalost nastava nezavisle a ndhodne. Mozu to byt napriklad udalosti ako
denny pocet novych pripadov rakoviny prsnika, pocet vykonanych operac¢nych
zakrokov za tyzden, pocet abnormalnych buniek v pevnej oblasti histologickych
preparatov zo série biopsii pec¢ene, pocet pozorovanych bakterialnych kolonii na
Petriho misku v mikrobiologickej studii, zaznamenané radioaktivne pripady za
jednotku ¢asu a pod.

Ak je x konkrétna hodnota diskrétnej nahodnej premennej X s Poissono-
vym rozdelenim, ktora predstavuje pocet vyskytov nejakej ndhodnej udalosti
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v ¢asovom obdobi alebo v priestore, potom pravdepodobnost, Ze tato hodnota
x nastane, je dana vztahom ([6.10)):
Ae™H

pe=PX =12)="— (6.10)

kde A\ je parameter tvaru, ktory udava priemerni hodnotu ndhodnej velic¢iny
v danom ¢asovom intervale alebo priestore (je o¢akavanou hodnotou), e je tzv.
prirodzené ¢islo (2,71828182845904) a x je celé nezaporné ¢islo, ktoré nadobuda
hodnoty 0, 1, 2, 3, ..., n.

Poissonovo rozdelenie mozno tiez reprezentovat ako obmedzeny pripad bino-
mického rozdelenia a je niekedy nazyvané aj rozdelenim zriedkavych udalosti.
Predpokladajme, ze mame binomické rozdelenie, ale pocet pokusov n je velmi
velky a pravdepodobnost konkrétnej udalosti pri kazdom pokuse sa blizi k nule.
Potom, vysledné rozdelenie, za predpokladu, Ze priemerny pocet udalosti ocaka-
vanych v n pokusoch je konec¢né, je Poissonovo rozdelenie. Poissonovo rozdelenie
tiez predpokladé nezavislé udalosti, z ktorych kazda mé rovnakt pravdepodob-
nost vyskytu, no okrem toho predpoklada, ze celkovy pocet takychto udalosti
moze byt (hoci s velmi malou pravdepodobnostou) neobmedzene velky.

Distribu¢ni funkciu Poissonovho rozdelenia mézeme zapisat v tvare podla
vztahu (6.11)):

" Ne A
F(z) = z; i (6.11)
i—

Kedze plati, ze pre kazdé = je p, > 0 a > p, = 1 Poissonovo rozdelenie
vyhovuje poziadavkam pre rozdelenie pravdepodobnosti.

Ak je ndhodné velicina X néhodnou veli¢inou s Poissonovym rozdelenim,
potom jej priemer a rozptyl su rovnaké, kedze ocakévana hodnota velic¢iny X
je it = A a rozptyl veliéiny X je 0% = \.

V pripadoch ked je priemerné hodnota pripadov nahodnej veli¢iny mala, po-
tom Poissonovo rozdelenie je velmi asymetrické. So zvySovanim priemernej hod-
noty sa vsSak tvar rozlozenia meni a stava sa takmer symetrickym. Poissonovo
rozdelenie nema ziadnu teoretickit maximalnu hodnotu, ale pravdepodobnosti
velmi rychlo klesaja k nule.

Priklad 6.2. Predpokladajme, Ze denny pocet novych registracii rakoviny
prsnika moze byt v priemere 2,4, avSak v niektory den sa nemusia vyskytnut
ziadne nové pripady, alebo inokedy sa ich moze zasa vyskytnat niekolko (te-
oreticky neobmedzene vela). Ak predpokladame, Ze platia podmienky pre Po-
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issonovo rozdelenie, potom mozeme vypocitat pravdepodobnost Tubovolného
poctu novych pripadov za jeden den.

Riesenim problému bude urc¢it jednotlivé pravdepodobnosti podla vztahu
(6.10]), a to tak, ze budeme predpokladat, Ze za jeden den sa nevyskytne ziadna
nova registracia rakoviny prsnika P(0), potom Ze sa vyskytne jeden pripad P(1),
dva pripady P(2), tri pripady P(3) atd. Vychadzame z predpokladu, Ze prie-
merny pocet pripadov na den A je 2,4. Jednotlivé pravdepodobnosti zaokriih-
lime na Styri desatinné miesta.

P(0) = # = 10,0907 a P(1) = % = 0,2177
P(2) = % —0,2613 a P(3) = # = 0,2090
P(4) = # —0,1254 a P(5) = % =0, 0602
P(6) = # = 10,0241 a P(7) = % —0,0083
P(8) = # = 10,0024 a P(9) = # = 0, 0007

Vo vypocte pravdepodobnosti je mozné pokracovat, ale ako vidime tieto
budi uz len klesat a stale viac sa priblizovat k nule. Graficky priebeh rozlozenia
vypocitanych pravdepodobnosti je znazorneny na obrazku [6.4]

0,3 -

0,2 A

P(x)

0,1 -

0 T T T l ! ; ; hd
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pocet novych registracii rakoviny prsnika za den

Obr. 6.4: Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti pre denné poc¢ty novych registracii rako-
viny prsnika.
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ﬂﬂ Funkcie v MS Excel

EXP(¢islo)
Funkcia EXP vrati e (prirodzené &islo, zaklad prirodzeného logaritmu) umocnené na
zadané cislo.

POISSON.DIST(x; stred; kumulativne)
Funkcia POISSON.DIST vrati hodnoty Poissonovho rozdelenia.

6.2 Rozdelenia pravdepodobnosti spojitych velicin

Spojité ndhodné veli¢iny nadobudaji Iubovolné hodnoty z ohrani¢eného alebo
neohrani¢eného intervalu. Prikladmi mo6zu byt hmotnost, vyska, cholesterol, ¢as
od nastupu choroby po vyliecenie, ¢as v ¢akarni a pod. Na rozdiel od diskrét-
nych nahodnych veli¢in, u spojitych nahodnych veli¢in nedefinujeme tabulku
pravdepodobnosti. Pri intervalovom triedeni sice vieme pre jednotlivé intervaly
hodnot stanovit relativne pocetnosti, avsak v danom intervale st hodnoty spo-
jitych veli¢in teoreticky nekonecné (nespocitatelné).

Pre kazdu spojiti ndhodnua veli¢inu X existuje jej funkcia f (x). Funkciu
f (x) nazyvame funkcia hustoty rozdelenia pravdepodobnosti spojitej nahodnej
veli¢iny (funkcia hustoty), ak pre fu plati, Ze:

e celkova plocha pod krivkou f () sa rovnéa 1 (obrazok vlavo),

e pravdepodobnost, Ze hodnota spojitej nadhodnej veliciny X lezi medzi
bodmi @ a b sa rovna ploche pod krivkou f (), ktora je ohranic¢ena bodmi

a a b (obrazok [6.5] vpravo),

e pravdepodobnost intervalovej udalosti je dané plochou pod krivkou f (z),
ktora zodpoveda tomuto intervalu.

f(x) f(x)

X a b X

Obr. 6.5: Celkova plocha (vlavo) a ohrani¢end plocha (vpravo) funkcie hustoty rozdelenia
pravdepodobnosti spojitej ndhodnej veli¢iny.
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Pre celkovi plochu pod funkciou hustoty f () teda plati f f(z)de =1

b
a pre ohrani¢ent plochu plati P (a < X <b) = [ f(z)dx = P (b) — P (a).

Distribu¢né funkcia F' () spojitej nahodnej veli¢iny X pre hodnoty = € R
je definovana ako:

F(z) = /f(:c) dx (6.12)

Distribu¢néa funkcia spojitej nahodnej veli¢iny /' (x) pre hodnotu x; nam
udava aka je pravdepodobnost vyskytu hodnot mensich alebo rovnych ako hod-
nota x;. Jej graficky priebeh (obrazok[6.6) je plynuly (nie skokovy ako u diskrét-
nych velic¢in), neklesajuci, zac¢ina v nule a konéi v jednotke (pokryté su vsetky
hodnoty).

F(x)

P(x;) -

Xi

X
Obr. 6.6: Distribu¢na funkcia rozdelenia pravdepodobnosti spojitej ndhodnej velic¢iny.

Medzi najznamejsie spojité rozdelenia pravdepodobnosti patria normalne
rozdelenie, Studentovo (t) rozdelenie, Fisherove (F) rozdelenie ¢i Chi kvadrat
(x?) rozdelenie.

6.2.1 Normalne rozdelenie

Normalne rozdelenie NV (,u, 02) je v Statistickom ponimani najcastejsie zmieno-
vanym, pouzivanym a aj najdolezitejsim rozdelenim pravdepodobnosti spoji-
tych nahodnych veli¢in. Preto je pochopenie jeho podstaty a tucelu velmi dole-
zité. Je tiez zname ako Gaussovo rozdelenie.
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Normaélne rozdelenie NV (M, 02) je rozdelenie pravdepodobnosti, ktoré je uni-
modélne, symetrické a je charakterizované svojou strednou hodnotou (prieme-
rom) /& a rozptylom 0. Vo vieobecnosti o spojitej nahodnej velic¢ine, ktore;
krivka hustoty rozdelenia je v tvare zvona hovorime, zZe ma normalne rozdele-
nie. Normalne rozdelenie je dolezité aj preto, ze dobre aproximuje distribicie
mnohych veli¢in. Histogramy tdajov vyberovych siborov ¢asto reprezentuji
priblizne zvonovity tvar. V takychto pripadoch hovorime, zZe veli¢ina je priblizne
normalne rozdelena. Avsak, hlavnym dévodom preco je normalne rozdelenie tak
dolezité je, ze vacsina induktivnych Statistickych metod vyuziva vlastnosti nor-
malneho rozdelenia, aj ked tudaje vyberového suboru nemaju zvonovity tvar.

Spojitda ndhodna premenna X méa normaélne rozdelenie pravdepodobnosti
s parametrami ;2 a o ak jej funkecia hustoty f (x) ma tvar:

() = —eme H05)

o\ 2T

(6.13)

kde © € R, e je tzv. prirodzené ¢islo (2,71828182845904) a 7 je matematicka
konstanta pi (3,14159265358979).

Graficka prezentacia funkcie hustoty normalneho rozdelenia je znazornena
na obrazku
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Obr. 6.7: Funkcia hustoty f(x) normalneho rozdelenia.

Funkcia hustoty f () normalneho rozdelenia nadobuda maximum v bode
r = p (strednd hodnota), okolo ktorého je krivka symetricka. Pre funkciu f ()
normalneho rozdelenia plati, Ze priemer = modus = median, t. j ich hodnoty
st rovnaké. Smerodajna odchylka o urcuje sirku krivky, ktora je celkom blizko
osi X na urovni x = 1 — 30 na lavej strane a na arovni = i + 30 na pravej
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strane. Po okrajoch mé krivka tendenciu vyrovnavat sa a priblizovat sa k hori-
zontalnej osi x, avSak v matematickej teorii sa nikdy osi x nedotyka. Obrazok
zobrazuje aj hodnoty v = 1 — 0 a © = ;1 + o, ktoré na krivke normalneho
rozdelenia definuju inflexné body, t.j. miesta, v ktorych dochédza k prechodom
medzi konkdvnym (stred) a konvexnym tvarom (na lavej a na pravej strane)
krivky. Sikmost (koeficient sikmosti) je pre funkciu hustoty norméalneho rozde-
lenia rovny 0 a $picatost (koeficient Spicatosti) je rovny hodnote 3 (0 v pripade
ak je pouzita korekcia, vid kapitola [3.3.2).

Normalne rozdelenie mé aj dalsie dolezité vlastnosti. Rovnako ako pri akej-
kol'vek inej funkecii hustoty je celkova plocha pod normélnou krivkou rovna 1.
Pravdepodobnost, Zze ndhodné veli¢ina s normélnym rozdelenim lezi v rozsahu
jednej smerodajnej odchylky od priemeru, t. j. Ze lezi medzi ;1 — o a p+ o (ob-
razok 6.8 vlavo) je priblizne 68%. Z toho vyplyva, Ze je 16% pravdepodobnost,
ze bude lezat pod hodnotou 1 — o a 16% pravdepodobnost, Ze bude lezat nad
hodnotou . + o (pretoze 16%+68%+16%=100%).

f(xA

I
0,16 0,68 0,16
I

0,0015

p—6 p p+o n—2c u w+ 20 u—3c m p+3c
X X

Obr. 6.8: Oblasti pod Specifikovanym rozsahom funkcie hustoty normalneho rozdelenia.

Pravdepodobnost, Ze ndhodna veli¢ina s normalnym rozdelenim lezi v roz-
sahu dvoch smerodajnych odchylok od priemeru, t. j. Ze lezi medzi p — 20
a /1 + 20 (obrazok v strede) je priblizne 95%. Z toho vyplyva, Ze je 2,5%
pravdepodobnost, Ze bude lezat pod hodnotou 11— 20 a 2,5% pravdepodobnost,
ze bude lezat nad hodnotou a y+ 20 (pretoze 2,5%+95%+2,5%=100%). A tiez
pravdepodobnost, Ze ndhodné veli¢ina s normalnym rozdelenim lezi v rozsahu
troch smerodajnych odchylok od priemeru, t. j. Ze lezi medzi ;1 — 30 a p + 30
(obrazok vpravo) je priblizne 99,7%. Z toho vyplyva, ze je 0,15% pravde-
podobnost, Ze bude lezat pod hodnotou i — 30 a 0,15% pravdepodobnost, Ze
bude lezat nad hodnotou a 2 + 30 (pretoze 0,15%+99,7%+0,15%=100%).

Pre kazdu funkciu hustoty rozdelenia pravdepodobnosti [ (z) existuje préave
jedna zodpovedajuca kumulativna distribu¢na funkcia F' (x) a naopak. Obe po-
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skytuju tie isté informécie o rozdeleni ndhodnej veli¢iny, avsak inym sposobom.
Zatial ¢o funkcia hustoty dava hustotu konkrétnej hodnoty = z X (je analogicka
s histogramom alebo polygénom pocetnosti), distribu¢né funkcia (kumulativna)
déva pravdepodobnost, ze X je mensie alebo rovné konkrétnej hodnote = (je
analogickd kumulativnemu grafu). Distribu¢na funkcia normalneho rozdelenia
F' () je integralom funkcie hustoty, a teda dana vztahom ((6.14)):

=) da (6.14)

Graficka prezentacia distribu¢nej funkcie normélneho rozdelenia F' () je na

obrézku [6.9]

F(x)

PX<x)r----7

0,5

[¢»]

R b e e e m oo

X

Obr. 6.9: Distribu¢na funkcia norméalneho rozdelenia.

Pre akukolvek hodnotu x z rozsahu —oo az oo déava distribu¢na funkcia
F' () hodnotu pravdepodobnosti, Ze spojita veli¢ina normalneho rozdelenia X
bude nadobudat akékolvek hodnoty od —oo do z (obrazok [6.9). Hoci riesenie
v jednoduchej uzavretej forme pre integral neexistuje, mozeme pouzit numerické
metody vypoctu na aproximaciu pozadovanych oblasti. Nastastie sa takymito
vypocétovymi operdciami nemusime zaoberat, kedZe na tieto tcely existuju sta-
tistické tabulky, v ktorych vieme najst vysledky akejkolvek integracie, ktora
by nas mohla zaujimat. Statisticke tabulky (aj pre iné rozdelenia) uvadzaju
hodnoty pre tzv. standardné, resp. normované rozdelenia.

épeciﬁck}’fm pripadom normalneho rozdelenia je, ak stredna hodnota 1 = 0
a rozptyl 02 = 1. Takéto rozdelenie nazyvame Standardné (alebo normované)
normalne rozdelenie a oznac¢ujeme ho N (0, 1).
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Vplyv zmeny strednej hodnoty 1 je mozné vidiet na obrazku [6.10 Ak sa
hodnota 1 zvysuje, krivka funkcie hustoty sa posiva doprava a naopak, ak sa
znizuje, potom sa krivka rozdelenia postuva dolava.

N(-2,1)  N(0,1) N(2,1)

X
Obr. 6.10: Posun funkcie hustoty pri zmene strednej hodnoty.

Vplyv zmeny rozptylu o je mozné vidiet na obrazku . Ak je rozptyl
(alebo smerodajnéa odchylka ako jeho odmocnina) velky, krivka funkcie hustoty
bude viac roztiahnuta a v strede bude klesat (hodnoty st viac rozptylené). Ak
sa hodnota rozptylu zmensuje, potom sa aj krivka funkcie hustoty bude zuzovat
a v strede bude narastat (vicsie zastupenie hodnot okolo strednej hodnoty).

N(0,0.4)

u=0

X
Obr. 6.11: Zmena funkcie hustoty pri zmene rozptylu.

Podobne je mozné uviest, Ze meny strednej hodnoty alebo rozptylu sa preja-
via aj zmenou distribu¢nej funkcie. Vplyv zmeny strednej hodnoty ;1 je mozné
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vidiet na obrazku[6.12] Ak sa hodnota j zvysuje, krivka distribu¢nej funkcie sa
postuva doprava a naopak, ak sa znizuje, potom sa krivka posuva dolava.

1 4

0,5 A

Obr. 6.12: Posun distribu¢nej funkcie pri zmene strednej hodnoty.

Vplyv zmeny rozptylu o je mozné vidiet na obrazku . Ak je rozptyl
(alebo smerodajna odchylka ako jeho odmocnina) velky, krivka distribucne;
funkcie bude viac naklonena a bude rast pomalsie so zmenou x. Ak sa hod-
nota rozptylu zmensuje, potom sa aj okraje krivky distribuc¢nej funkcie priblizia
k strednej hodnote a distribucna funkcia bude rast strmsie.

1 -

N(0,0.4)

0,5 -

u=20

X
Obr. 6.13: Zmena distribuc¢nej funkcie pri zmene rozptylu.

Spojiti ndhodnu veli¢inu so Standardnym normalnym rozdelenim N (0, 1)
oznacCujeme ako 7, pre ktora plati:
X —p

o

7 = (6.15)
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Potom, kedZe ;1 = 0 a 0 = 1, funkcia hustoty rozdelenia pravdepodobnosti
nahodnej spojitej veli¢iny Z je dana funkciou:

1 i
f(z) = \/%e 2 (6.16)

definovanou pre hodnoty 2 na intervale —oo < z < oo.
Standardné normélne rozdelenie N (0,1) ma v Statistike velmi dolezitt

ulohu, pretoze plocha pod akoukolvek normalnou krivkou sa da vypocitat
z pravdepodobnosti Standardného normaéalneho rozdelenia. Berieme pritom do
uvahy, ze celkova plocha pod krivkou funkcie hustoty je rovné 1 a tiez, Ze prie-
mer aj rozptyl standardného normalneho rozdelenia st zname, t. j. rozdelenie
je uplne definované.

Hodnota z pre hodnotu ndhodnej veli¢iny predstavuje pocet smerodajnych
odchylok, ktorych hodnota bude pod —z alebo nad z, ktoré je v pripade Stan-
dardného normélneho rozdelenia 0. Napriklad, z-transformacia pre z = 1 zna-
mena, ze hodnota r pouzita v transformacii je o 1 smerodajnti odchylku nad 0
a hodnota z = —1 znamené, ze hodnota x je o 1 smerodajni odchylku pod 0.

Ak chceme urcit pravdepodobnost, Ze Z nadobudne hodnotu medzi Tubo-
volnymi dvoma bodmi na osi z (horizontalna os standardného normélneho roz-
delenia), musime najst oblast pod krivkou normélneho rozdelenia ohranicent
tymito dvoma bodmi. Ako uz bolo uvedené vyssie, hodnoty z pouzivame zo sta-
tistickych tabuliek. Pravdepodobnost P (Z < a) je potom dané oblastou pod
krivkou od @ dolava (obrazok[6.14] vIavo), t. j. pre = = a najdeme odpovedajicu
hodnotu P v Statistickych tabulkach Z rozdelenia.

f@) f@

P(Z < a) P(Z > a) P(a<Z<b)

0 a z 0 a z a 0 b z

Obr. 6.14: Oblasti pod krivkou standardného normalneho rozdelenia.

Podobne, pravdepodobnost P (Z > a) (obrazok v strede) najdeme ako
P(Z >a)=1-P(Z <a),kde P(Z < a) opat najdeme v Statistickych tabul-
kéch. Alebo iny ohrani¢eny pripad P (a < Z < b) (obrazok[6.14] vpravo) uréime
ako P(a < Z <b)=P(Z<b)—P(Z<a).
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Priklad 6.3. Predpokladajme, Zze hmotnost zien s onkologickymi ochoreniami
méa normalne rozdelenie s priemernou hodnotou 53 kg a rozptylom 16 kg?.
Urcéme pravdepodobnost, ze ndhodne vybrana Zena s onkologickym ochorenim
méa hmotnost nizsiu ako 48 kg. Uréme tiez aké je percento Zien s hmotnostou
nizsou ako 48 kg. V zédkladnom stibore 12 000 Zien s onkologickymi ochoreniami,
kol'ko oc¢akavame, ze bude mat hmotnost nizsiu ako 48 kg?

Spojitou nahodnou veli¢inou X je hmotnost zien s onkologickymi ochore-
niami. Priemerna hodnota hmotnosti Zien s onkologickymi ochoreniami je 53 kg

a smerodajnéd odchylka 0=4 kg (druha odmocnina rozptylu). Potom, pravde-
podobnost P(X<48) bude:

H

) -
~1,25

’“U

P(X<48) = P(z

(§853)
- P(Z —0,1056

I/\ I/\

Y

Hodnotu pravdepodobnosti sme nasli v Statistickych tabulkéch pre Z rozde-
lenie, tak ako je to zobrazené na obréazku |6.15]

z -0.09 -0.08 —0.07 —0.06 —0.05 —0.04 —0.03 —-0.02 —-0.01 0.00 =z
—3.80 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .00O1I .0001 .0001 .0001 .0001 -3.80

—1.50 .0559 .0571 .0582 .0594 .0606 .0618 .0630 .0643 .0655 .0668 —1.50
—~1.40 .0681 .0694 .0708 .0721 .0735 .0749 .0764 .0778 .0793 .0808 —1.40
—~1.30 0823 .0838 .0853 .0869 .0885 .0901 .0918 .0934 .0951 .0968 —1.30
—~1.20 .0985 .1003 .1020 .103&.1056 21075 .1093 .1112 .1131 .1151 —1.20
—1.10 .1170 .1190 .1210 .1230 .1251 .1271 .1292 .I1314 .1335 .1357 —1.10

Obr. 6.15: Vyber zapornych tabulkovych hodnot Z standardného normélneho rozdelenia.

V pripade, ak budeme mat k dispozicii tabulky kladné hodnoty, potom
P(X< -z) najdeme ako P(X< -z)=1-P(X<z), tak ako je to na obrazku [6.16]

Pravdepodobnost, Ze nahodne vybrana zena s onkologickym ochorenim mé
hmotnost nizsiu ako 48 kg je 0,1056 ¢o predstavuje tiez 10,56% Zien s hmotnos-
tou nizsou ako 48 kg. V zakladnom stibore 12 000 Zien s onkologickymi ocho-

reniami, o¢akidvame, ze 12000.0,1056=1267,2=1267 z nich bude mat hmotnost
nizsiu ako 48 kg.
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z 0.00 0.01 002 0.03 004 005 0.06 007 0.08 0.09 z
0.00 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359 0.00

1.00 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621 1.00
1.10 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 8770 .8790 .8810 .8830 1.10
1.20 .8849 .8869 .8888 .8907 .8923% .8944 8962 .8980 .8997 .9015 1.20
130 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 9115 .9131 9147 9162 9177 130
140 9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319 1.40

Obr. 6.16: Vyber kladnych tabulkovych hodnét Z standardného normélneho rozdelenia.

ﬂﬂ Funkcie v MS Excel
PI()

Funkcia Pl nema argumenty a vrati Cislo 3,14159265358979, matematicka konstantu
pi, s presnostou na 15 Cislic.

NORM.DIST(x; stred; smerodajna odch; kumulativne)
Funkcia NORM.DIST vrati hodnotu normalneho rozdelenia pre zadanu stredn hodnotu
a smerodajni odchylku.

NORM.INV(pravdepodobnost; stred; smerodajnad odch)
Funkcia NORM.INV vrati inverzna funkciu k distribucnej funkcii normalneho rozdelenia
pre zadan( stredn hodnotu a smerodajni odchylku.

6.2.2 t rozdelenie

V predchadzajtcej kapitole sme poukéazali na vlastnosti normalneho rozdelenia,
vplyv strednej hodnoty a rozptylu na jeho rozdelenie a niektoré ivahy o jeho
vyuziti. Normaélne rozdelenie predpoklada dostatocne velké subory udajov, no
nie vzdy pracujeme so stubormi, ktoré st velké (napriklad viac ako 100). Pri
analyze spojitych tdajov najcastejSie pracujeme s priemernou hodnotou, ktora
vSak moze byt pri malych suboroch znac¢ne skreslena. Navyse, ¢asto nie je znamy
rozptyl zakladného suboru. V takychto pripadoch je vhodné pouzit ¢ rozdelenie,
ktoré je oznaCované aj ako Studentovo rozdelenie.

Studentovo t-rozdelenie predstavuje rozdelenie spojitej nahodnej veli¢iny po-
dobnej veli¢ine Z s normalnym rozdelenim. Obe rozdelenia, ¢ aj Z predpokla-
daju, Ze subor hodnot x,zs, ..., x, je ndhodny vyberovy subor o velkosti n
z normalneho rozdelenia s priemerom s a rozptylom 0. AvSak, kym u normél-
neho rozdelenia N (,u, 02) je rozptyl 0 znamy a vieme urcit Z, u t-rozdelenia
znamy nie je, a preto je ho potrebné odhadnut. Ak je ndhodny vyberovy su-
bor o velkosti n vybrany zo zékladného siboru s priemerom ;. a rozptylom
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0%, potom mé priemer vyberového stiboru normalne rozdelenie s priemerom /
a rozptylom o /n. Pre nahodnii veli¢inu Z so §tandardnym normélnym rozde-
lenim potom plati:
X —p
7 =" (6.17)

vn
V pripadoch, kedy rozptyl zakladného stiboru o
ho rozptylom vyberového stboru s* a definujeme novi Statistiku oznacovani
ako 7" alebo Studentovo T"

% nie je znamy, nahradime

X
y— (6.18)
NG
Ak x1,29,..., 2, je ndhodny vyberovy stubor o velkosti n z normélneho

rozdelenia a ndhodné veli¢iny st nezévislé s priemerom /: a rozptylom o2, potom
hovorime, 7e Statistika 7" ma t-rozdelenie s v = (n — 1) stuphiami volnosti.

t-rozdelenie je spojitym symetrickym rozdelenim, pricom hodnota nahodne;j
veli¢iny 7" sa pohybuje od —oo do oo, priemer T je 0 a rozptyl je v/(v—2). Tvar
t-rozdelenia je podobny tvaru Standardného normélneho rozdelenia, pricom so
zvySovanim n sa priblizuje k Standardnému normalnemu rozdeleniu. Na obrazku
st znézornené krivky funkcie hustoty ¢-rozdelenia pre rézne stupne volnosti
a Standardného normalneho rozdelenia.

N(0,1)

t(5)
t(2)

Obr. 6.17: Funkcie hustoty t-rozdelenia v porovnani so Standardnym normalnym rozdelenim.

Obdobne st porovnané grafické priebehy kriviek distribucnych funkcii -
rozdelenia pre rozne stupne volnosti a Standardného normélneho rozdelenia,

a to na obrazku [6.18
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0,5 A

Obr. 6.18: Distribu¢né funkcie t-rozdelenia v porovnani so Standardnym normélnym rozde-
lenim.

Studentovo t-rozdelenie, podobne ako Standardné normalne rozdelenie, mé
svoje hodnoty uvedené v statistickych tabulkach a je teda mozné odvodit jed-
notlivé pravdepodobnosti oblasti pod krivkou funkcie hustoty.

Priklad 6.4. Predpokladajme, ze chceme porovnat priemerny prijem potravy
pre konkrétnu skupinu jednotlivcov s odporic¢anym dennym prijmom. Vo vy-
berovom sibore 11 zdravych zien vo veku 25-35 rokov bol pocas desiatich dni
pozorovany priemerny denny energeticky prijem. Ich priemerny denny prijem
bol 6753,6 kJ a smerodajna odchylka 11421 kJ, pricom tato mala skupina hod-
not nevykazovala zjavnu sikmost a je ju mozné povazovat za priblizne normalne
rozdelend. Co mozeme povedaf o energetickom prijme tychto Zien v porovnani
s odportic¢anym dennym prijmom 7725 kJ?

Priemerna hodnota denného prijmu potravy je 6753,6 kJ, smerodajna od-
chylka 1142,1 kJ a hypotetickd hodnota prijmu potravy je odportuc¢any denny
prijem 7725 kJ. Mozeme teda vypocitat hodnotu 7' Studentovho ¢-rozdelenia
ako:

~ 6753,6 — 7725
~ T 11421

V11

V statistickych tabulkach pre Studentovo t-rozdelenie najdeme hodnotu P

— -2 821

korespondujtcu so ziskanou hodnotou T a poc¢tom stupiiov volnosti v=10 (n-
1), tak ako je to na obrazku [6.19] Znamienko minus moéZzeme ignorovat pre
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t obojstranny test a hladat najvicsiu tabulkovi hodnotu pod nasou ziskanou
hodnotou T s pouzitim 10 stupnov volnosti. Z tabulky dostavame P<0,02, takze
prijem potravy Zien vo vyberovom sibore bol vyrazne nizsi ako odporicana
hladina pri pouziti obvyklého kritéria P<0,05 (obvykla hladina testovania).

(P)

df. 02 0.1 0.05 0.02 0.01 0.001
1 3078 6314 12706  31.821  63.657  636.619
9 1.383 1.833 2262 2821 3250 4.781
10 1.372 1.812 2.228 3.169 4.587

11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.437

Obr. 6.19: Vyber tabulkovych hodnot Studentovho t-obojstranného rozdelenia.

Neskor si ukazeme, ako pri pouziti tabulky ¢-rozdelenia musime brat do
uvahy koeficient spolahlivosti aj stupne volnosti.

ﬂﬂ Funkcie v MS Excel

T.DIST(x; st_volnosti; kumulativne)
Funkcia T.DIST vrati lavostranné Studentovho t-rozdelenie.

T.INV(pravdepodobnost; st volnosti)
Funkcia T.INV vrati inverzn funkciu avostranného Studentovho t-rozdelenia.

6.2.3 Chi kvadrat rozdelenie

Nie vSetky stibory tdajov maju vzdy symetrické rozdelenie, ale ¢asto sa streta-
vame aj s rozdeleniami nesymetrickymi. Prikladom nesymetrického rozdelenia
je aj x? rozdelenie (chi kvadrét rozdelenie). Definiciu y? rozdelenia je mozné
vysvetlit na priklade spojitej ndhodnej veliciny X. Ak mé& ndhodné veli¢ina X
standardné normalne rozdelenie, potom X? ma y? rozdelenie. Kedze akakol-
vek hodnota umocnen4 na druhi je vzdy kladné éislo, potom aj y? moze mat
len kladné hodnoty. RozloZenie y? je znaéne zosikmeng, t. j. nie je symetrické,
napriklad tak ako sme to videli u norméalneho alebo u ¢ rozdelenia. Takéto roz-
delenie X? m4 jeden stupeii volnosti a je najjednoduchsim prikladom skupiny
v? rozdeleni. Mohli by sme teda zapisat:

X _ 2
Xy =72"= ( M) (6.19)

o
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V pripade kedy méame viacero nezavislych veli¢in, napriklad X;, Xo, ... X,
z ktorych kazdé ma standardné normalne rozdelenie, potom stucet druhych moc-
nin véetkych nahodnych velicin X; ma y? rozdelenie s n stupiiami volnosti:

=Xt +Xe+.. .+ X2 (6.20)

Hodnoty x jednotlivych vyberovych stiborov mozeme transformovat na stan-
dardni normalnu veli¢inu z a umocnit na druhi. Potom pre y? rozdelenie plati:

X, — o\ Xy —u\? X, —u)?
Xy = <1T“) +( - “) ++<T“> (6.21)

Na obrazku st znazornené teoretické y? rozdelenia s roznymi poctami

stupnov volnosti.

f(x?)

0 T T T 1
0 5 10 15 20
XZ

Obr. 6.20: Funkcie hustoty x? rozdelenia pre rozne pocty stupiiov volnosti.

Pripominame, Ze u $tandardného normalneho rozdelenia Z lezi priblizne 68%
rozdelenia medzi hodnotami -1 a +1 (priemer je rovny 0 a smerodajna odchylka
1). Analogicky, 68% x? rozdelenia s jednym stupiiom volnosti (Z? rozdelenie)
lezi medzi hodnotami 0 a +1. Zvysnych 32% x? rozdelenia lezf medzi +1 a co.
Preto je funkcia hustoty x? rozdelenia pozitivne zogikmena.

Tvar funkcie hustoty y? rozdelenia sa so zmenou poctu stupiiov volnosti
meni. Cim je pocet stupnov volnosti vacsi, tym viac sa Sikmost rozdelenia
zmensuje a priblizuje sa k normalnemu rozdeleniu. Priemer ;1 je rovny poctu
stupfiov volnosti a rozptyl o je dvojnasobkom poétu stupiiov volnosti. Vy-
chadzajic z definicie x? rozdelenia je zrejmé, 7e stcet dvoch alebo viacerych
nezavislych veli¢in s x? rozdelenim bude mat tiez x? rozdelenie.
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Na obrazku st znazornené rozne distribuéné funkcie y? rozdelenia, z kto-
rych rovnako ako pri inych rozdeleniach vieme urcit pravdepodobnost, Ze sle-
dovana hodnota ndhodnej veli¢iny bude rovna alebo mensia ako dané hodnota.

1

0,8
0,6
F(x?)

0,4

0,2

Obr. 6.21: Distribu¢né funkcie y? rozdelenia pre rdzne poéty stupiiov volnosti.

Vo vicine pripadov pouzitia y? rozdelenia nas zaujimaji jeho kritické hod-
noty (vid testovanie hypotéz), ktoré predstavuju taki hodnotu ndhodnej veli-
¢iny X, ktora ohranicuje oblast pod krivkou funkcie hustoty napravo od tejto
hodnoty, pricom velkost oblasti je rovna hodnote « (obréazok . Hodnota
kvantilu y? (n) teda pre tento pripad gpecifikuje pravdepodobnost:

P(X>x.(n)=a (6.22)

P(X > xa(m)

xa(m)

Obr. 6.22: x? rozdelenie a ohranicené oblast a.
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Hodnoty kvantilov x? rozdelenia byvaji taktiez dostupné v statistickych ta-
bulkach, ktoré su $pecifikované pre rézne hodnoty n a «. Predpokladajme, Ze
mame nahodni veli¢inu s x? rozdelenim, ktord mé 6 stupiiov volnosti a a je
0,05. Potom, ak méame pokryt oblast o velkosti 0,05 na pravej strane, pouZi-
jeme na néjdenie hodnoty kvantilu x?2 (n) tatistické tabulky pravostranného
x? rozdelenia (je to vlastne invertovana tabulka y? rozdelenia, kedy a=0 zac¢ina
napravo a smerom dolava sa zviacSuje az kym nepokryje celu plochu pod kriv-
kou x? rozdelenia, t. j. a=1). Ak mame len Statistické tabulky 2 rozdelenia
(=0 zacina nalavo), potom ak chceme pokryt oblast o velkosti 0,05 na pravej
strane, vietko o je na lavej strane od hodnoty kvantilu x?2 (n) sa rovna 1-a=1-
0,05=0,95. Zo $tatistickych tabuliek pre x? rozdelenie (obrazok najdeme
hodnotu kvantilu x?2 (n), ktorad odpoveda n=6 a a=0,95. Ako vidime hodnotou
kvantilu x§ g5 (6) je 12,592, ¢o znamené, Ze 5% hodnot ndhodnej veliéiny s x>
rozdelenim a 6 stupnami lezi napravo od tejto hodnoty.

d.f. X 005 X 025 X’o5 X0 Xos Xos Xso X 005
I .0000393  .000982  .00393  2.706  3.841 5024  6.635  7.879
2 .0100 0506 .103 4605 5991  7.378  9.210 10597
3 .0717 216 352 6251  7.815 9348 11345 12.838
4 207 484 711 7.779 9488 11143 13277  14.860
5 412 831 145 9236 1l070  12.832 15.086 16.750
6 .676 1.237 1635 10.645 (12.592) 14449 16812 18.548
7 .989 1690  2.167 12017 14067 16013 18475 20.278
8 1344 2180 2733 13362 15507 17.535 20.090 21.955

Obr. 6.23: Vyber tabulkovych hodnét x? rozdelenia.

Funkcie v MS Excel
x i

CHISQ.DIST(x; st_ vol'nosti; kumulativne)
Funkcia CHISQ.DIST vrati lavostrannii pravdepodobnost x? rozdelenia.

CHISQ.DIST.RT(x; st_volnosti)
Funkcia CHISQ.DIST.RT vrati pravostrannt pravdepodobnost y? rozdelenia.

6.2.4 F rozdelenie

F rozdelenie alebo Fisherovo rozdelenie je dalsim dolezitym a ¢asto vyuzivanym
rozdelenim pri rieSeni Statistickych tloh. F' rozdelenie predpoklada vytvorenie
spojitej nahodnej veli¢iny /' pomocou dvoch nahodnych a nezavislych velicin 7
a x5 s x” rozdelenim a nq, resp. 1y stupfiami volnosti. Potom nahodn4 veli¢ina
F' je dana ako ich podiel v tvare:
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F="1 (6.23)

a jej rozdelenie sa nazyva [’ rozdelenie s 11 a no stupnami volnosti.

F' rozdelenie je teda charakterizované dvoma parametrami, ktorymi su
stupne volnosti dvoch veli¢in, pricom na zaklade tychto dvoch hodnot je mozné
najst pravdepodobnosti F' rozdelenia. Vo vSeobecnosti F' rozdelenie vyuzivame
na porovnavanie rozptylov vyberovych suborov so Sirokym spektrom moznosti
na porovnanie dvoch alebo viacerych suborov tdajov.

Funkcia hustoty F' rozdelenia nema jednoduchy matematicky vzorec, ale vac-
Sina Statistickych vypocétovych nastrojov dokaze tabulky rozdelenia vypocitat.
Hodnoty F' rozdelenia si v tabulkich indexované stupnhami volnosti stvisia-
cimi s rozptylom pouzitym v menovateli a rozptylom pouzitym v citateli. Na
obréazku [6.24] st zobrazené F' rozdelenia pre niekolko kombinacii roznych stup-
nov volnosti ¢itatela a menovatela F rozdelenia.

0,8
0,6 -
F(10,25)
f(ny,n,)
0,4 -
- F(5,10
0,2 F(2,2) (5,10) .
O T T T T Ll
0 1 2 3 4 5

Obr. 6.24: Funkcie hustoty F rozdelenia pre rozne kombinacie stupiiov volnosti.

Ked7e F rozdelenie vyuZiva ako premenné veli¢iny s x? rozdelenim, ma aj
podobné vlastnosti ako y? rozdelenie. Hodnoty F rozdelenia st definované na
intervale od 0 do 0o, t. j. pre kladné hodnoty. Tvar F rozdelenia méa pravostranni
sikmost, ktora sa so zvySovanim poctov stupnov volnosti zmensuje.

Na obrazku [6.25] st znézornené distribucné funkcie F rozdelenia s rovnakymi
kombinédciami stupnov volnosti ako v pripade predoslého obrazku s funkciami
hustoty F rozdelenia.
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1 .
F(10,25) F(5,3)
F(5,10)

0,8 1 F(2,2)

0,6 -
F(ny,n,)

04 -
02 -

O T T T T T

0 1 2 3 4 5

Obr. 6.25: Distribu¢né funkcie F rozdelenia pre rézne kombinacie stupiiov volnosti.

F' rozdelenie sa prevazne pouziva na urcenie kritickych oblasti pri testovani
Statistickych hypotéz a tiez pri urcovani intervalov spolahlivosti (vid dalsie
kapitoly). Ako priklady mozno uviest analyzu rozptylu a F test na urcenie, ¢i
st rozptyly dvoch zakladnych suborov rovnaké.

P(F > Fy(ny,ny)

Fa(nll nZ)

Obr. 6.26: F rozdelenie a ohrani¢ené oblast «.

Ak potrebujeme vymedzit kriticka oblast /' rozdelenia s poc¢tom stupiov vol-
nosti 17 a ns, potom potrebujeme urcit jeho hodnotu kvantilu, ktora oddeluje
hodnoty rozdelenia napravo, v strede alebo nalavo (v zavislosti od konkrétne;j
testovanej hypotézy). Zoberme si identicky pripad ako v pripade x? rozdelenia
a predpokladajme, Ze nas zaujima ziskanie hodnoty kvantilu ndhodnej spojitej
premennej F'; ktord pokryva oblast rovnajicu sa o napravo (tak ako je to zo-
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brazené na obrazku [6.26)). Taktato hodnotu kvantilu oznacime £, (n;,7n5) a pre
pravdepodobnost oblasti napravo plati, Ze:

P(F > F,(n1,n)) =« (6.24)

Hodnoty kvantilov F' rozdelenia opét najdeme v Statistickych tabulkach.
Predpokladajme, Ze ndhodna velicina F' ma F' rozdelenie s poctom stupnov
volnosti n; = 6 a po¢tom stupiov volnosti ny = 8, t. j. £ (6, 8). Oblast napravo
od hodnoty kvantilu mé byt a = 0, 05. KedZe kritické oblast je na pravej strane,
potrebujeme pouzit Statistické tabulky pre pravostranné F' rozdelenie (hodnota
a sa bude zvySovat sprava dolava). VAcsinou mame len tabulky pre standardné
F' rozdelenie (obrazok , t. j. na hladanie hodnoty kvantilu pouZzijeme tie,
ktoré platia pre 1 —a=1—-0,05 =0, 95.

F g5

n,
n, 1 2 3 4 5 6 7 8 9
161.4 1995 215.7 2246 2302 234.0 2368 2389 240.5

—

2 1351 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 1935 19.37 19.38
3 10.13 955 928 912 901 894 889 885 8.8l
7 559 474 435 412 397 87 379 373  3.68
8 532 446 407 384 369 (358) 350 344 3.39
9 512 426 386 363 348 337 329 323 3.18

Obr. 6.27: Vyber tabulkovych hodnot F' rozdelenia pre oo = 0, 95.

Hodnota nahodnej premennej F', ktord vymedzuje oblast rovnajicu sa
a = 0,05 napravo od tejto hodnoty, je hodnota kvantilu Fp 5 (6,8) = 3, 58.
Poznamenajme, ze pre takéto pripady je vzdy potrebné uviest stranu vyme-
dzenia hodnét (napravo), inak moze byt hodnota 0,05 povazovana za oblast
vymedzenu vlavo.

Funkcie v MS Excel
x i

F.DIST(x; st_volnostil; st _volnosti2; kumulativne)
Funkcia F.DIST vrati [avostranni pravdepodobnost F rozdelenia pre dve skupiny tdajov.

F.DIST.RT(x; st_volnostil; st _volnosti2)
Funkcia F.DIST.RT vrati pravostrannt pravdepodobnost F rozdelenia pre dve skupiny
adajov.



118 Kapitola 6 Rozdelenia pravdepodobnosti



Kapitola 7

Statistické odhady

Statistické odhady, alebo skratene odhady, st jednou z dvoch zakladnych oblasti
induktivnej statistiky (tou druhou je testovanie Statistickych hypotéz). Pricom
vieme, ze induktivna Statistika predstavuje sposob, akym sa moézme dopracovat
k zaveru o zékladnom sibore na zaklade informéacii, ktoré si obsiahnuté vo
vyberovom subore vybranom z tohoto zakladného stuboru.

Vyberovy siibor je vyberany zo zakladného suboru nahodne, a preto na-
hodny vyberovy sibor o velkosti n je zavisly od metody vyberu vzorky s vopred
stanovenou pravdepodobnostou. V predchadzajucich tivahach sme ukazali, ze
vyberové rozdelenie poskytuje rozdelenie pravdepodobnosti sledovanej Statis-
tiky, ktoré zovSeobecnujeme pre zakladny subor. Kedze vyberové rozdelenie je
zaloZené na vsetkych moznych vzorkach zo zakladného stuboru o velkosti V, po-
tom ocakévani hodnotu, napriklad rozptyl ¢i dalsie charakteristiky zédkladného
siboru mozno teoreticky ziskat zo Statistik nahodného vyberového stiboru.

Odhady ako také, sa vztahuju na metody zistovania hodnoty statistiky vy-
berového stiboru zodpovedajtucej hodnote zakladného stiboru tak, aby tato sta-
tistika spliala vlastnosti reprezentujice parameter. Na druhej strane, akonahle
ziskame hodnotu pre odhad zodpovedajicej hodnoty zékladného stiboru, je po-
trebné vediet, ¢i sa hodnota vyberového stuboru pouzitd ako odhad hodnoty
zakladného suboru blizi skuto¢nej hodnote. Tento problém je v Statistike velmi
dolezity, a preto existuju rézne techniky pouzivané na rozhodovanie o zovse-
obecneni odhadov parametrov zékladného suboru. Kedze odhady su ziskané
z nahodne vybranych vyberovych stiborov, je pravdepodobné, zZe hodnoty, ktoré
povazujeme za charakteristiky zakladného stiboru sa mozu liSit od skutocnej
hodnoty. To znamené, zZe hoci je vyberovy stbor vybrany zo zakladného si-
boru, tak odhad sa nemusi presne rovnat zodpovedajicemu parametru. Aj preto
je potrebné poznat postupy, ktoré ndm umoznia vyslovit zavery o hodnotach
zakladného stboru.

119
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Vyuzitie odhadov v oblasti mediciny nie je potrebné nejak zvlast zdoraz-
novat. Mnohé cielové skupiny, aj ked si konecné, su tak velké, Ze realizacia
100-percentného pokrytia (cely zakladny subor) by bola z hladiska nakladov
takmer nemozna. Ale su tu aj dalsie faktory. Napriklad, lekdra moze zaujimat
aka Cast urcitého typu pacientov, liecenych konkrétnym liekom trpi neziadu-
cimi vedlajsimi u¢inkami. Je jasné, ze predstava o zakladnom stibore pozostava
zo vsetkych osob, ktoré kedy boli alebo niekedy budu liecené tymto liekom.
Cakanie na odvodenie zaverov, kym nebudi ziskané informéacie od vsetkych pa-
cientov, by mohlo mat nepriaznivy vplyv na pacientov, alebo aj na samotni
klinicka prax lekara.

Predmetom Statistickych odhadov st najcastejsie priemer zakladného stiboru
a rozptyl zédkladného suboru. Odhadovat tiez mozme rozdiely medzi dvoma
priemermi, rozdiely dvoch rozptylov, ¢i pomer dvoch rozptylov.

Vo vseobecnosti je mozné metdédy odhadov parametrov zakladného suboru
zo Statistik vyberového stiboru v induktivnej Statistike rozdelit do dvoch skupin,
ktoré definuju:

e bodovy odhad — odhad pozostavajuci z jedného ¢isla, vypocitaného z vy-
berového stiboru, ktoré predstavuje najlepsi odhad nezndmeho parametra,

e intervalovy odhad — odhad pozostévajici z rozsahu ¢isel okolo bodového
odhadu, do ktorého predpokladame, Ze dany parameter spada.

7.1 Bodovy odhad

Bodovy odhad (proces) neznameho parametra zékladného siboru je statistika,
ktora odhaduje hodnotu tohto parametra. Bodovym odhadom (hodnota) para-
metra je hodnota statistiky, ktoré sa pouziva na odhad parametra.

Zmyslom bodového odhadu je vypocitat z idajov vyberového stboru jediné
¢islo, ktoré je pravdepodobne najblizSie k nezndmej hodnote parametra za-
kladného stiboru. Predpokladédme, Ze dostupné informécie st vo forme nahod-
ného vyberového suboru zo zakladného stiboru, pricom zo zakladného suboru
je mozné vybrat rozne vyberové subory Xi, Xo. ..., X, o velkosti n. Cielom je
sformulovat Statistiku tak, aby sa jej hodnota vypocitana z iidajov vyberového
siboru ¢o najviac priblizila hodnote parametra zakladného stiboru.

Predpokladajme teda, ze ndhodnym vyberom zo zékladného stiboru ziskame
n-ticu navzajom nezavislych nahodnych premennych X, X, ... X, z ktorych
je potom mozné vypocitat napriklad nasledovné najcastejsSie pouzivané vybe-
rové charakteristiky:.
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Vyberovy priemer X vypoéitany ako:
1 n
X =- E X; (7.1)
n
i=1

a ktory sa pouziva ako odhad priemeru zakladného stuboru.

Vyberovy rozptyl S? vypocitany ako:

52— 1 ST (X - X)° (7.2)

n—14%
=1

a ktory sa pouziva ako odhad rozptylu zakladného stuboru.

Vyberova smerodajnt odchylka S vypocitana ako:

n

S=VE= |3 (x,- X)° (7.3)

n—14%
=1

a ktora sa pouziva ako odhad smerodajnej odchylky zékladného stiboru.

Pri praktickej realizécii experimentalnych tloh mame spravidla dostupny
len jeden vyberovy subor zo zakladného stboru. Potom, napriklad na odhad
priemernej hodnoty zakladného stboru p (vztah (3.1))) je pravdepodobne naj-
lepsim bodovym odhadom priemer vyberového siboru = (vztah ) Preto,
ak mame pozorované hodnoty xq, 2o, ..., r, ndhodnej veliciny X, ktord méa
pravdepodobnostné rozdelenie so strednou hodnotou /. a rozptylom o, potom
z tychto hodndt moézeme vypocitat pozorovani hodnotu vyberového priemeru
x, ktory nazyvame bodovym odhadom priemeru zakladného stiboru s.

Podobne, pravdepodobne najlepsim bodovym odhadom rozptylu zéakladného
stiboru o (vztah (3.19)) je rozptyl vyberového stboru s? (vztah (3.20) a naj-

lepsim bodovym odhadom smerodajnej odchylky zékladného stiboru o (vztah
(3.21))) je smerodajna odchylka vyberového siboru s (vztah (3.22)).
Kvalitu bodového odhadu urcuje jeho:

e neskreslenost — stredna hodnota odhadu je rovna skuto¢nej hodnote odha-
dovaného parametra, t. j. pozadujeme, aby stredna hodnota chyby odhadu
bola rovné nule,

e konzistentnost — s rastticim rozsahom n ndhodného vyberu rastie aj prav-
depodobnost, Ze sa bude hodnota bodového odhadu velmi maélo lisit od
skutocnej hodnoty odhadovaného parametra,

e vydatnost — zo vSetkych charakteristik, ktoré poskytuji neskresleny bo-
dovy odhad parametra mé najmensi rozptyl.
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7.2 Intervalovy odhad

7, bodového odhadu diskutovaného v predchadzajucej kapitole vieme, ze pa-
rameter zakladného siboru predstavuje jedna hodnota. Pouzitie bodového od-
hadu na zovSeobecnenie vysledku z vyberového suboru na zakladny stbor je
relativne jednoduché a pohodlné, ale neposkytuje niektoré dolezité informacie,
napriklad tie, ktoré sa tykaju velkosti chyby spojenej s bodovym odhadom.
Inymi slovami povedané, ak je bodovy odhad sprevadzany chybou spojenou
s bodovym odhadom, potom je dolezita aj spolahlivost odhadu a potom k ta-
kémuto bodovému odhadu potrebujeme priradit aj mieru jeho spolahlivosti.
Miera spolahlivosti odhadu je zohladnena v intervalovom odhade, vyjadrenom
takym intervalom (intervalom spolahlivosti), ktory pokryva hladany parameter
s vopred definovanou (dostato¢ne velkou) presnostou.

Intervalovy odhad sledovanej veli¢iny, ozna¢me ju napriklad ©, predstavuje
ohraniceny interval (6;;05), ktory obsahuje skuto¢ni hodnotu © s pravdepo-
dobnostou 1 — «, a teda plati, zZe:

P(91<@<92):1—Oé (74)

kde 1 — o sa nazyva hladina spolahlivosti, ktora urcuje spolahlivost od-
hadu, ¢ je dolna hranica intervalu spolahlivosti a €5 je hornéa hranica intervalu
spolahlivosti.

Interval spolahlivosti (01;6,) oznacujeme aj ako obojstranny interval spo-
Tahlivosti, kedZe ohrani¢uje oblast pokrytia hodndt z oboch stran rozdelenia
sledovanej velic¢iny. Oblast obojstranného intervalu spolahlivosti je znazornené

na obrazku [7.1l

a/Z (X/Z

04 1 0,

Obr. 7.1: Obojstranny interval spolahlivosti.
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Pravdepodobnost « predstavuje hladinu vyznamnosti, ktora urcuje tzv.
riziko odhadu, t. j. pravdepodobnost, Ze interval spolahlivosti neobsahuje sku-
tocni hodnotu. V mnohych stidiadch, vratane tych medicinskych sa hladina
vyznamnosti o voli spravidla 0,05 alebo 0,01. Pre hodnoty mimo intervalu spo-
Tahlivosti plati:

(07

P(@SQI)ZP(@ZQ2):§ (7.5)

Interval spolahlivosti je mozné vyjadrit aj v percentéch, a to tak, Ze hladinu
spolahlivosti vynasobime ¢islom 100, t. j. (1 — «) 100%.

Podobne mozeme definovat aj jednostranny interval spolahlivosti, ktory
ohranicuje oblast pokrytia hodnot odhadovaného parametra len z jednej strany.
Horny, resp. pravostranny interval spolahlivosti potom vymedzuje oblast, pre
ktoru plati:

PO<6)=1-—qa (7.6)

kde 0 je horna hranica jednostranného intervalu spolahlivosti, ktory zapiSeme
ako (—o0;0,) a pokryva oblast 1 — a ndhodnej veli¢iny O tak, ako je to zna-
zornené na obrazku [.2 vlavo.

| |
T 1

u 62 0, u

Obr. 7.2: Pravostranny (vlavo) a lavostranny (vpravo) interval spolahlivosti.

Pre hodnoty mimo horného intervalu spolahlivosti plati:
P(© >06,) =a (7.7)

Lavostranny (dolny) interval spolahlivosti zasa vymedzuje oblast, pre ktoru
plati:

PO>6)=1-qa (7.8)
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kde 6, je dolné hranica jednostranného intervalu spolahlivosti, ktory zapiseme
ako (01; 00) a pokryva oblast 1 —a nédhodnej veli¢iny O tak, ako je to znazornené
na obréazku [7.2] vpravo.

Pre hodnoty mimo dolného intervalu spolahlivosti plati:

PO <0) =0 (7.9)

Je dolezité si uvedomit, ze 61 a 65 st premenné nadhodnej veli¢iny, a tomu
ma odpovedat aj interpretécia intervalu spolahlivosti. Kedze 0, ako hodnota
nahodnej veli¢iny © zostava konstantné, je parametrom, a mozeme ho interpre-
tovat iba z hladiska toho, ¢i je parameter ¢ zahrnuty v intervale spolahlivosti
alebo nie. Navyse, interval vytvoreny zo samostatného vyberového stiboru ne-
moze byt pouzity na deklarovanie pravdepodobnosti, ale musi sa interpretovat
s ohladom na vytvorenie podobnych intervalov spolahlivosti pre kazdy vybe-
rovy stubor opakovany velakrat s rovnakou velkostou a z rovnakého zékladného
siboru. Inak povedané, vyberové rozdelenie sledovanej veli¢iny nam poskytuje
moznosti pre odvodenie a interpretéciu intervalu spolahlivosti.

7.2.1 Intervalovy odhad strednej hodnoty

Intervalovy odhad strednej hodnoty (priemeru) zékladného siboru p predsta-
vuje interval spolahlivosti (01;65), ktory obsahuje skuto¢ni hodnotu j s prav-
depodobnostou 1 — «. Predpokladame, Ze hranice intervalu spolahlivosti st
premenné, a teda pre rozne vyberové siibory predstavuju rozne hodnoty.

Pri intervalovom odhade strednej hodnoty zakladného siboru mozu vo vse-
obecnosti nastat dva pripady:

e pozname rozptyl zédkladného stiboru — teoretické vychodisko

e nepozname rozptyl zékladného stiiboru — castejsi pripad

7.2.1.1 Riesenie ak pozname rozptyl zdkladného siiboru

Predpokladajme, Ze ndhodna velicina X reprezentujica zakladny stbor mé
normélne rozdelenie N (1,0%) so strednou hodnotou 1 a rozptylom o
(alebo smerodajnou odchylkou o), ktory pozname. Dalej predpokladajme, ze
X1, Xo, ..., X, predstavuje ndhodny vyber rozsahu n z X (séria ndhodnych vy-

berovych stborov zo zékladného suboru). Vyberovym odhadom strednej hod-
noty st je potom vyberovy priemer X (vztah (7.1)), ktory ma normalne roz-

delenie NV (M, ‘Z—f) Tiez vieme, Ze pre $tandardné normélne rozdelenie N (0, 1)
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mame definovant ndhodntt premenna Z (vztah (6.15)). Pre ndhodny vyber
plati, Ze ndhodna premenna 7 bude dana vztahom:

X —p
7 =" (7.10)

=

Potom, pravdepodobnost 1 — «, ktora predstavuje interval spolahlivosti,

moze byt ziskana z nasledovného intervalu:
P (Za/g <4< Zl—a/Z) =1—« (711)

kde z,/5 a z1_,/2 s hodnoty kvantilov nahodnej veli¢iny 7 so standardnym
normalnym rozdelenim N (0, 1) a ziskame ich zo Statistickych tabuliek pre pri-
slusnt hodnotu «.

Upravou vztahu (7.11)) dostaneme pre odhad strednej hodnoty ;« vztah:

p (s o _ o
(:L’ — zl,a/gﬁ < <IT+ Zla/2%> =1—-« (7.12)
kde 7 predstavuje priemernt hodnotu (strednt) vypocitant z konkrétneho vy-
berového siboru s rozsahom 7. Hodnota % nam urcuje strednu (Standardni)
chybu priemeru (oznacujeme SFE).

KedZe standardné normalne rozdelenie mé stredni hodnotu rovnu nule,
potom plati, Ze hodnoty kvantilov na opac¢nych stranach rozdelenia nahod-
nej veli¢iny maju rovnaké hodnoty, ale s opa¢nym znamienkom. Plati teda, ze
Zo/2 = —Z1-q 2. Obojstranny interval spolahlivosti potom pri zndmom rozptyle
0%, bez ohladu na velkost vyberového siboru, uréujeme podla dolnej a hornej
hranice takto:

o o
(i‘ - Zl—a/Z%; x+ 2’1—04/2%) (7.13)

Analogicky mézme odvodit hranice jednostrannych intervalov spolahlivosti.
V pripade dolnej hranice pri lavostrannom intervale spolahlivosti, hladdme
hodnotu kvantilu standardného normalneho rozdelenia na trovni «v (pozor, ne-
delime ¢islom 2, ked7Ze vSetky moznosti lezia na jednej strane). Lavostranny
interval spolahlivosti je potom dany vztahom:

o

(:7; v oo) (7.14)

Pre horni hranicu pravostranného intervalu spolahlivosti hfadame tdroven,
ktoréa vylucuje oblast rozdelenia o velkosti o na pravej strane rozdelenia hodnot
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nahodnej veli¢iny, preto pravostranny interval spolahlivosti budeme urcovat
nasledovnym vztahom:

o

(—oo;:f + zla%> (7.15)

Priklad 7.1. Nahodnym vyberom bolo vybranych 100 novorodencov. Ich
priemernd hmotnost je 3,45 kg. Na zaklade dlhodobych pozorovani bolo zis-
tené, ze smerodajna odchylka hmotnosti o je 0,45 kg. 95-percentnym intervalom
spolahlivosti odhadnime priemernt hmotnost novorodenca.

Zo zadanych udajov je zrejmé, Ze velkost vyberového suboru je n=100, prie-
mernd hodnota hmotnosti £=3,45 kg a smerodajné odchylka zédkladného stiboru
je 0=0,45 kg. Odhad intervalu spolahlivosti mame urobit na hladine vyznam-
nosti a=1-0,95=0,05 (5% riziko chyby odhadu pre 95% interval spolahlivosti).
Pre odhad obojstranného intervalu spolahlivosti potrebujeme zistit hodnoty

kvantilov standardného normalneho rozdelenia. Najdeme ich v Statistickych ta-
bulkach (obrazok [7.3).

z —=0.09 —0.08 —0.07 6-0.069—0.05 —=0.04 —0.03 —0.02 —0.01 0.00 z

~—3.80 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001L .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 —3.80
—3.70 .0001 .0001 0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 0001 .0001 —3.70

0233 0239 0244 02500 .0256 .0262 .0268 .0274 0281 .0287 —1.90

—il! 0183 .0188 0192 .0197 .0202 .0207 .0212 .0217 .0222 .0228 —2.00
80 .0294 .0301 .0307 .0514 .0322 .0329 .0336 .0344 .0351 .0359 —1.80

z 000 0.01 002 003 004 005 (006 007 008 0.09 z

0.00 .5000 .5040 .5080 .5120 5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5339 0.00
0.10 .3398 5438 .5478 .5517 5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5733 0.10

09641 9649 .9656 .9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706 1.80

80 .
.97 13 .9719 .9726 9732 9738 .9744 (97500 9736 .9761 .9767 1.90
00 9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 9817 2.00

Obr. 7.3: Vyber tabulkovych hodnot standardného normalneho rozdelenia.

Pri hladani hodnoty kvantilu standardného normélneho rozdelenia postupu-
jeme tak, Ze pre znamu hodnotu pravdepodobnosti hladame skore, ktorému téato
pravdepodobnost patri. Ak je hodnota a=0,05, potom hladame pre obojstranny
interval spolahlivosti hodnoty kvantilov z,/s a 21_q/2. Pre a/2=0,05/2-0,025
nachadzame v tabulke na obrazku hore, 7e 29 025=(-1,90)+(-0,06)=-1,96.
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Podobne pre 1 — «/2=1-0,05/2=0,975 nachadzame v tabulke na obréazku
dole, Ze zp975—1,90+0,06—=1,96. Vidime, Ze obe hodnoty kvantilov st rovnaké
(s opatnym znamienkom, vid tvaha vysSie), ¢o je dané tym, Ze Standardné
normalne rozdelenie je symetrické so stredom v nule.

Dolnt hranicu intervalu spolahlivosti potom vypocitame ako:

0,45

0, =3,45—1,96 = 3,36
! V100
a horna hranica bude:
4
0, =3,45+ 1,96 0,45 = 3,54

v/ 100

95% interval spolahlivosti priemernej hmotnosti novorodencov je (3,36;
3,54) kg. Inak povedané 3,36 az 3,54 kg je interval, v ktorom s 95% prav-
depodobnostou lezi priemerna hodnota hmotnosti novorodencov.

Funkcie v MS Excel
x i

NORM.S.DIST(z; kumulativne)
Funkcia NORM.S.DIST vréati hodnotu Standardného normalneho rozdelenia (stredna
hodnota je rovna 0 a smerodajna odchylka 1).

NORM.S.INV(pravdepodobnost)
Funkcia NORM.S.INV vrati inverzni hodnotu kumulativnej funkcie standardného nor-
malneho rozdelenia (stredna hodnota je rovna 0 a smerodajna odchylka 1).

7.2.1.2 Riesenie ak nepozname rozptyl zakladného stboru

V mnohych experimentalnych a vyskumnych tlohéch pracujeme len s tidajmi
vyberového siboru a rozptyl zakladného siboru o nepoznidme. Pre urcenie
intervalu spol'ahlivosti potom musime brat do tvahy velkost vyberového suboru

n, pricom mozu nastat dva pripady:

e vyberovy sibor je dostato¢ne velky — n > 30

e vyberovy subor je maly —n < 30

A) Ak je vyberovy stubor dostato¢ne velky, potom teorém o centralnom roz-
lozeni tdajov predpokladé, ze plati definicia pravdepodobnosti dana vztahom
(7.12)), a to bez zasadného vplyvu rozdelenia zakladného stboru. Tiez pred-

pokladame, Ze v pripade velkého n, nahradenie strednej chyby priemeru NG
odhadom ﬁ vyrazne neovplyvni vysSie uvedeny vyrok o pravdepodobnosti.
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Preto plati, ak je n velké a o nie je zname, potom 100 (1 — a) %-tny interval
spolahlivosti pre strednt hodnotu 1 je dany ako:

S S
T— Zeap—F—=T+ 21_q/2—= 7.16
( 1o¢/2\/ﬁ +1a/2\/ﬁ) (7.16)
kde s je smerodajna odchylka vyberového suboru, teda smerodajna odchylka
vypocitana z udajov konkrétneho vyberového siiboru.

Pre jednostranné intervaly spolahlivosti platia rovnaké predpoklady, a preto
Tavostranny interval spolahlivosti je dany vztahom:

(:7; . zl_a%; oo) (7.17)

Podobne pravostranny interval spolahlivosti budeme urcovat vztahom:

(—oo;:z + zl_a%> (7.18)

Priklad 7.2. Predpokladajme, Ze pocas preventivnych prehliadok u pediatra
bola zistena vyska 250 ndhodne vybranych 10 ro¢nych chlapcov z populacie
vsetkych 10 roénych chlapcov. Ich priemerna vyska bola 136,2 cm a rozptyl
41,56 cm?. 99-percentnym intervalom spolahlivosti odhadnime priemernt vygku
10 ro¢nych chlapcov.

7 uvedenych informécii vieme, Zze méme dostupné len tudaje vyberového
suboru, ktory je dostatocne velky, pricom n=250, priemerna hodnota vysky
7=136,2 cm a smerodajna odchylka s = /41,56 = 6,45 cm. Hladina vyznam-
nosti &« = 1-0,99 = 0, 01. Hodnoty kvantilov potrebujeme najst pre g g5 alebo
20.995. V Statistickych tabulkéch standardného normalneho rozdelenia (obréazok
najdeme pre hornu hranicu len hodnoty 0,9949 a 0,9951. KedZe hodnota
0,995 lezi uprostred, potom 2p995=2,575 (mdze byt zaokruhlena na 2,58).

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06&0.07 0.08 >>0.09 z

0.00 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359 0.00

940 9918 9920 9922 9925 9927 9929 9931 9932 9934 9936 2.40
2.50) 9938 .9940 9941 .9943 .9945 .9946 .9948<0949 .9951 9952 2.50
960 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 9963 .9964¢ 2.60

Obr. 7.4: Vyber tabulkovych hodnot standardného normalneho rozdelenia.
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Dolnu hranicu intervalu spolahlivosti potom vypocitame ako:

6,45
0, = 136,2 — 2,575——— = 135, 2

V250

a horna hranica bude:

6. 45
By = 136,2 + 2, 575~ = 137, 3
2 V250

Z vyberového suboru nahodne vybranych 250 desatro¢nych chlapcov sme

odhadli, Ze 99% interval spolahlivosti priemernej vysky 10 ro¢nych chlapcov je
(135,2; 137,3) cm.

B) Ak je vyberovy stibor maly, potom uz vyssie uvedené predpoklady nepla-
tia a nemdzeme pouzit vyberové charakteristiky standardného normalneho roz-
delenia Z. Namiesto nich pouzijeme statistiku Studentovho t-rozdelenia, ktoré
je vhodné prave pre malé subory (vid kapitola|6.2.2)). Téato Statistika ma tvar:

_X—p

T="g" (7.19)

NG

kde X a S su charakteristiky vyberového rozdelenia.
Pravdepodobnost 1 — o vieme odvodit podla:

P (tm-tyae <T <tp-1)i—ap) =1—a (7.20)

kde 7(,—1)a/2 @ t(,-1),1-a/2 sU hodnoty kvantilov nahodnej veliciny 7" s t-
rozdelenim a ziskame ich zo statistickych tabuliek pre prislusni hodnotu stup-
nov volnosti n — 1 a a. Kedze aj Studentovo t-rozdelenie je symetrické okolo
nuly, buda hodnoty kvantilov rovnaké, ale s opacnym znamienkom.

Upravou vztahu (7.20) ziskame hranice intervalu spolahlivosti pre priemer
zakladného stiboru ji, ak rozptyl o nepozname a vyberovy stibor je maly, takto:

_ s s
(l‘ — t(n—l),l—a/Qﬁ; x+ t(n—l),l—a/2ﬁ> (7.21)

kde priemer = a smerodajna odchylka s st statistiky vypocitané z konkrétneho
vyberového stuboru s rozsahom n.

Pre jednostranné intervaly spolahlivosti strednej hodnoty zakladného stiboru
1 odhadované z malych suborov, ak nepozname rozptyl zakladného suboru
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0% pouzijeme tiez predpoklady zaloZzené na Studentovom t-rozdeleni. Potom
Tavostranny interval spolahlivosti bude dany vztahom:

S
(i’ — t(n—l),l—aﬁ; OO> <722)

Podobne pravostranny interval spolahlivosti budeme urcovat vztahom:

S
(_OO; T+ t(n—l),l—a%) <723)

Priklad 7.3. V priklade 3.1 sme zistovali priemerni hmotnost stredoskola-
kov. Vratme sa teraz k tdajom z tohto prikladu a 95-percentnym intervalom
spolahlivosti odhadnime priemerni hmotnost stredoskolakov.

7, dostupnych informécii vieme, Ze priemernd hodnota hmotnosti z=56 kg,
smerodajna odchylka s=7,62 kg a velkost siboru n=30 je mala. Hodnoty kvan-
tilov hladdme pre pocet stupiiov volnosti (n — 1)=30-1=29 a hladina vyznam-
nosti a=0,05. Potrebnt hodnotu kvantilu #(a9) 0,975 nédjdeme v statistickych ta-
bulkach (obrazok [7.5)), a ma hodnotu 2,0452.

d.f. t 90 t g5 t 975 Lo t 995
] 3.078 6.3138 12.706 31.821 63.657
2 1.886 2.9200 4.3027 6.965 9.9248
28 1.313 1.7011 2.0484 2.467 2.7633
29 1.311 1.6991 2D 2.462 2.7564

30 1.310 1.6973 2.0423 2.457 2.7500

Obr. 7.5: Vyber tabulkovych hodnot Studentovho t-rozdelenia.

Dolnu hranicu intervalu spolahlivosti potom vypocitame ako:
7,62
V30

a hornéa hranica bude:

01 = 56 — 2,0452 = 53,15

0y = 56 + 2 ()4527’62 = 58,85
2 ) \/@ )

95% interval spolahlivosti priemernej hodnoty hmotnosti stredogkolédkov je
(53,15;58.,85) kg.
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ﬂﬂ Funkcie v MS Excel

T.DIST.2T(x; st_ volnosti; kumulativne)
Funkcia T.DIST.2T vrati hodnotu obojstranného Studentovho t-rozdelenia.

T.INV.2T (pravdepodobnost; st volnosti)
Funkcia T.INV.2T vrati inverzni hodnotu obojstranného Studentovho t-rozdelenia.

7.2.2 Intervalovy odhad rozptylu

Uspesnost vytvorenia intervalu spolahlivosti pre rozptyl zakladného stuboru o

zavisi od schopnosti najst vhodné vyberové rozdelenie. Avsak, intervaly spolah-
livosti pre o? st zvycajne zaloZené na rozdeleni vzoriek (n — 1)s*/0”. Ak sa
vyberové subory velkosti n vyberaji zo zakladného siboru s normélnym roz-
delenim, potom tato charakteristika m4 rozdelenie zname ako y” (chi kvadrat)
rozdelenie s n — 1 stupniami volnosti:

X = M (7.24)

o

Pri uréovani intervalu spolahlivosti rozptylu o2, potrebujeme podobne ako
pri odhade intervalu spolahlivosti pre s, definovat oblast 1 — «. Ttuto oblast
pre \? rozdelenie s 7 — 1 stuptiami volnosti vyberieme tak, aby jeho hodnoty
(kvantily x(,—1).a/2 & X(n-1),1-a/2) Vymedzovali oblast /2 najmensich hodnot
nalavo a tiez oblast «//2 najvacsich hodnét napravo. Potom pre pravdepodob-
nost oblasti 1 — a plati:

P (X%nl),a/Z < X2 < X%nl),la/2) =1l-oa (725>
Po dosadeni vztahu ([7.24) do nerovnosti vo vztahu ((7.24) dostavame:
(n—1)s?
X%n—l),a/? < 2 < X%n—l),l—oz/2 (7.26)

Vztah ((7.26) upravime tak, aby ndm v strede zostal len samotny rozptyl
o2, t. j. najprv vietky zlozky nerovnosti vydelime hodnotou (n — 1) s, potom
nerovnost prevratime (vymenime ¢itatelov a menovatelov) a dostéavame:

n—1)s? n—1)s?
s (D) (7.27)
X(n—1),1-a/2 X(n—1),0/2

Upozornujeme, Ze pri prevrateni nerovnosti ([7.26]) sa vymenili znamienka

nerovnosti. Lava a prava strana nerovnosti vo vztahu (7.27)) reprezentuji dolni

a hornt hranicu intervalu spolahlivosti pre rozptyl o2, ktory definujeme nasle-
dovnym vyrazom:
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( (271 —1)s* ("2— 1) 52) (7.28)

X(n—l),l—a/Q’ X(n—1),a/2

Kym intervaly spolahlivosti pre priemernt hodnotu zékladného stiboru boli
symetrické, intervaly spolahlivosti pre rozptyl zékladného suboru nie st symet-
rické. Je to dané tym, Ze x? rozdelenie je nesymetrické.

Z intervalu spolahlivosti pre rozptyl zakladaného stuboru vieme odmocninou
dolnej a hornej hranice odvodit interval spolahlivosti pre smerodajni odchylku
zakladaného stboru:

n—1)s n—1)s?
(2 ) ; ( 5 ) (7.29)
Xn-1)1-a/2 | X(n-1),0/2

Jednostranné intervaly spolahlivosti pre rozptyl zédkladného suboru vytvo-

rime vymedzenim hornej, resp. dolnej hranice intervalu 1 — a tak, aby hladina
vyznamosti «, definovala len oblast rizika odhadu nalavo, resp. napravo. Lavo-
stranny interval spolahlivosti pre rozptyl zakladného siboru potom bude dany
VyTazom:

—1)s?
((7’;—)3; oo> (7.30)
X(n—l),l—a

a pravostranny interval spolahlivosti pre rozptyl zakladného siboru bude:

Coo =) 32) 731
( " X1 T3

Analogicky, aj tu ziskame jednostranné intervaly spolahlivosti (pravostranny
a lavostranny) pre smerodajni odchylku zakladného suboru druhou odmocni-
nou hodnoét rozptylu uréujucich hranice jednostrannych intervalov spolahlivosti
pre rozptyl zakladného suboru.

Priklad 7.4. Predpokladajme, Ze v rdmci vstupnych vysSetreni pacientov na
internom oddeleni boli sledované, okrem iného, aj hodnoty celkového choleste-
rolu. Zaznamenané boli hodnoty dvadsiatich nahodne vybranych pacientov a je
potrebné odhadnat 95% interval spolahlivosti pre rozptyl a smerodajni od-

chylku celkového cholesterolu zékladného siiboru. Zaznamenané tidaje su uve-
dené v tabulke [.1]
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Tabulka 7.1: Hodnoty celkového cholesterolu.

Pacient Cholesterol Pacient Cholesterol
¢. 1 mmol/l é. 1 mmol/l
1 5,00 11 3,37
2 6,50 12 3,39
3 4,07 13 4,19
4 3,23 14 5,19
5 3,65 15 4,00
6 4,86 16 5,13
7 3,74 17 2,99
8 3,49 18 4,31
9 4,11 19 4,91

10 3,34 20 3,94

Z dostupnych informécii vieme, ze hladina spolahlivosti 1 — a=0,95 a hla-
dina vyznamnosti a=0,05. Dalej vieme, ze ndhodny vyberovy sibor méa velkost
n=20. Ostatné udaje pre vypocet intervalu spolahlivosti musime vypocitat.

Rozptyl vyberového siiboru s? vypocitame podla vztahu , do ktorého
potrebujeme dosadit priemernt hodnotu z. Priemernt hodnotu celkového cho-
lesterolu vypocitame podla vztahu ([3.2)):

5+6,56+4,07+---43,94 83,41
20 20

potom rozptyl vyberového siiboru sa bude rovnat:

= 4,17

T =

s (5—4,17)° 4 (6,5 —4,17)° + - + (3,94 — 4,17)> 14,3499
S — =
19 19
Hodnoty kvantilov x? rozdelenia najdeme v tatistickych tabulkach, pri¢om
plati, ze n — 1=19, «/2=0,025 a 1 — «/2=0,975, tak ako je to zobrazené na
obrazku [7.6]

Potom dolné hranica intervalu spolahlivosti pre rozptyl p bude:

= 0,755

(20 — 1) 4, 172
0, = = (,4368
! 32, 852 ’
a horna hranica obdobne:
(20 — 1) 4, 172
Oy = =1,6112
2 8,907 ’

95% interval spolahlivosti pre rozptyl celkového cholesterolu je (0,4368;
1,6112) mmol?/12.
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d.f. X.zoos X.zozs X.zos X.zso X.zss x.2975 X.299 X.2995
1 .0000393 .000982 .00393 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879
2 .0100 .0506 .103 4.605 5.991 7.378 9.210 10.597
3 0717 216 352 6.251 7.815 9348 11.345 12.838
17  5.697 7.564 8.672 24.769 27.587 30.191 33.409 35.718
18 6.265 8.231 9.390 25.989 28.869 3 6 34.805 37.156
19 6.844 8.90 10.117 27.204 30.144 @ 36.191 38.582
20 7.434 9.591 10.851 28.412 31410 34.170 37.566 39.997

21 8.034 10.283 11.591 29.615 32.671 35479 38.932 41.401

Obr. 7.6: Vyber tabulkovych hodnot Chi kvadréat rozdelenia.

Druhou odmocninou hodnoét rozptylu ziskavame smerodajnt odchylku:

<\/0,4368; V1, 6112) — (0,6609; 1,2693)

a teda 95% interval spolahlivosti pre smerodajni odchylku celkového choleste-
rolu je (0,6609; 1,2693) mmol/1.

ﬂ Funkcie v MS Excel
CHISQ.INV(pravdepodobnost; st _volnosti)
Funkcia CHISQ.INV vrati inverzn hodnotu lavostrannej pravdepodobnosti Chi-kvadrat
rozdelenia.
CHISQ.INV.RT (pravdepodobnost; st volnosti)
Funkcia CHISQ.INV.RT vrati inverzni hodnotu pravostrannej pravdepodobnosti Chi-
kvadrat rozdelenia.



Kapitola 8

Testovanie statistickych hypotéz

V predchéadzajicej kapitole sme sa venovali zakladnym odhadom neznamych
parametrov zakladného suboru z ndhodnych vyberovych stiborov. Metody od-
hadu nam teda zabezpecia, ze s pouzitim tdajov ndhodného vyberového suboru
vieme ziskat dobré odhady neznamych parametrov reprezentujucich zodpove-
dajuce hodnoty zékladného suboru. Po ziskani odhadu byva dalsim krokom
Statistického uvazovania potvrdenie toho, ¢i ziskany odhad adekvatne repre-
zentuje hodnotu zakladného suboru. Tato otazka je legitimna, kedze existuje
vela moznosti pri vybere ndhodného stiboru reprezentujiceho zékladny subor,
a teda aj vela moznych odhadov. Je preto narocné jednoznacne potvrdit, Ze od-
had z jedného vyberového stiiboru mozno povazovat za hodnotu predstavujicu
parameter zakladného suboru. Tymto suvislostiam ndm poméha porozumiet
druhé oblast induktivnej Statistiky, ktorou je testovanie Statistickych hypotéz.
Testovanie hypotéz sa zaobera zodpovedanim vyskumnych otézok o neznamych
parametroch zakladného suboru, resp. potvrdenim alebo vyvratenim niektorych
dohadov alebo tvrdeni o neznamych parametroch. Proces, ktory zahina rozho-
dovanie o parametri na zédklade ndhodného vyberového suboru oznacujeme ako
test hypotézy.

8.1 Hypotézy

Vo vyskumnych tlohach a experimentoch st riesené problémy transformované
do hypotéz, ktorych platnost je potrebné overit a na zaklade vysledkov ove-
rovania zamietnut alebo nezamietnut. Vyslovujeme teda predpoklady o nezna-
mych parametroch zakladného stboru a ich platnost overujeme Statistickymi
postupmi.

Statisticka hypotéza predstavuje tvrdenie o jednom alebo o viacerych za-
kladnych suboroch a tyka sa rozdelenia pravdepodobnosti pozorovanej veli¢iny,
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pripadne jej parametrov. Napriklad vyskumnici mozu predpokladat, ze celkovy
cholesterol je v priemere rovnaky u muzov aj u zien; vedenie nemocnice mébze
predpokladat, Ze priemerna dlzka hospitalizacie pacientov je 6 dni; prakticky le-
kar moze predpokladat, ze dve rozne lie¢ebné metddy pouzivané pri bolestiach
hlavy st rovnako uc¢inné; zdravotné sestra moze predpokladat, Zze konkrétny
vzdelavaci program povedie k zlepseniu komunikacie medzi sestrou a pacientom;
lekéar internista moze predpokladat, ze urcity liek bude uc¢inny v 90 percentach
pripadov, na ktoré sa pouziva a pod. Pomocou testovania hypotéz rozhodneme,
¢i takéto tvrdenia si alebo nie st v stulade s dostupnymi tdajmi.

V induktivnej statistike formulujeme dva typy hypotéz o neznamom para-
metri, ktoré si navzajom odporuju (navzajom sa vylucuju), a ktoré by mali byt
vzdy explicitne uvedené. Su to:

e nulova hypotéza, ktort oznacujeme ako Hj a

e alternativna hypotéza, ktoru oznacujeme ako H;.

Nulova hypotéza H je hypotéza, ktorej platnost overujeme (testujeme). Zvy-
¢ajne predstavuje tvrdenie, Ze parameter ma hodnotu zodpovedajicu, v zmysle
rieSen¢ho problému, ziadnemu ucinku, resp. ziadnej zmene. Nulovi hypotézu
mozeme zamietnut alebo nezamietnut, a to na zaklade dokazov z idajov vybe-
rového suboru, ako aj zo zakladného vyberového rozdelenia statistiky, pouzitého
na odhad neznameho parametra. Ak nie je nulova hypotéza zamietnuté, hovo-
rime, ze udaje, na ktorych je test zalozeny, neposkytuji dostatocné dokazy na
jej zamietnutie. Ak testovaci postup vedie k zamietnutiu, hovorime, Ze dostupné
udaje nie su v silade s nulovou hypotézou, ale podporuju nejakt intt hypotézu.
Zamietnutie nulovej hypotézy vedie k alternativnej hypotéze.

Alternativna hypotéza H; je negéaciou nulovej hypotézy a prijimame ju, ak
neplati nulova hypotéza. Alternativna hypotéza je teda hypotézou, ktora je
v rozpore s nulovou hypotézou a uvadza, Zze parameter spada do nejakej alter-
nativnej oblasti, resp. mnoziny hodnoét, v porovnani s tym ¢o $pecifikuje nulova
hypotéza. Vo vSeobecnosti sa alternativna hypotéza rovnéa vyskumnej hypotéze,
t. j. domnienke alebo predpokladu, ktory motivuje samotnu realizaciu vyskumu
(napriklad, ak vyskum tvrdi nejaka zmenu).

Zatial o prijatie nulovej hypotézy znamené, Ze nie je vela dokazov na za-
mietnutie tvrdenia v nulovej hypotéze, alternativna hypotéza znamena, Ze ak
nemodzeme prijat nulovi hypotézu alebo presnejsie, ak neméame dostatok doka-
zov v prospech nulovej hypotézy, alebo na podporu nulovej hypotézy, potom
mozeme prijat alternativne tvrdenie dané alternativnou hypotézou.
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8.2 Stanovenie statistickych hypotéz

Pri stanovovani Statistickych hypotéz pouzivame znamienka rovnosti (ako su
znamienka =, < alebo >) vzdy v nulovej hypotéze H, t. j. nulova hypotéza musi
tvrdit, Zze parameter, ktory je predmetom zaujmu sa rovna Specifikovanej hod-
note. Potom alternativna hypotéza H; tvrdi, Ze dany parameter je mensi, vacsi
alebo sa jednoducho nerovna specifikovanej hodnote. Statisticky test podla toho
kategorizujeme ako lavostranny, pravostranny alebo obojstranny, a to v zavis-
losti od alternativnej hypotézy. étatisticky test bude:

e Tavostranny — ak H; tvrdi, Ze parameter je mensi ako poZzadovana hod-
nota,

e pravostranny — ak /7, tvrdi, Ze parameter je vacsi ako pozadované hod-
nota,

e obojstranny — ak /; tvrdi, Ze parameter sa li$i od hodnoty uvedene]
v Hy, resp. sa jej nerovna.

Predpokladajme, ze mame zakladny subor s neznamym parametrom ¢
a chceme otestovat (potvrdit alebo vyvratit) nejaké hypotézy o 6. Napriklad,
chceme odpovedat na otazku, ¢i mozeme dospiet k zaveru, ze ur¢ity parame-
ter zakladného stiboru ¢ nie je rovny konkrétnej hodnote #)7 Potom nulova
hypotéza je:

H() c 0= 90 (81)

a vyjadruje predpoklad o zhode parametra ¢ zakladného siiboru so znamou
konstantou 6. Alternativna hypotéza potom hovori, Ze:

Hl : 0 # 90 (82)

a popiera platnost H( bez Specifikovania hodnoty parametra 6.

V pripade pravostrannej alternativy by sme mohli chciet vediet, ¢i mozeme
dospiet k zéveru, ze ur¢ity parameter zakladného siboru ¢ je vacsi ako kon-
krétna hodnota )7 Potom nulové a alternativna hypotéza su:

Hy: 0<6y a Hi: 0> 6, (83)

Alebo, v pripade Tavostrannej alternativnej hypotézy by sme mohli chciet
vediet, ¢i mozeme dospiet k zaveru, ze urcity parameter zakladného siboru 6
je mensi ako konkrétna hodnota ¢,? Potom nulova a alternativna hypotéza su:

Hy: 0>6y a H: 60<6 (84)
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Predpokladajme tiez, ze méame zékladny sibor s neznadmym parametrom 6,
a zakladny stbor s nezndmym parametrom 5 a chceme odpovedat na otazku,
¢i mdzeme dospiet k zaveru, ze urcity parameter ¢; prvého zakladného suboru
nie je rovny urcitému parametru 65 druhého zakladného siboru? Potom nulova
hypotéza je:

H() . 91 = 92 (85)

a vyjadruje predpoklad o zhode parametra 6; s parametrom 6,. Alternativna
hypotéza potom hovori, Ze:

H1 . (91 7& 92 (86)

a popiera platnost H( bez Specifikovania hodnot parametrov ¢ a 6,.

V pripade pravostrannej alternativy by sme mohli chciet vediet, ¢i mozeme
dospiet k zaveru, ze urc¢ity parameter 0, prvého zakladného stiboru je vacsi ako
urcity parameter ¢5 druhého zakladného siiboru? Potom nulova a alternativna
hypotéza st:

Hy : 91§92 a Hy: 91>92 (87)

Alebo, v pripade lavostrannej alternativnej hypotézy by sme mohli chciet
vediet, ¢i mdzeme dospiet k zaveru, ze urcity parameter ¢; prvého zakladného
siboru je mensi ako urc¢ity parameter 6, druhého zékladného suboru? Potom
nulova a alternativna hypotéza su:

Hy : 91292 a Hq: 91<92 (88)

8.3 Chyby v statistickom rozhodovani

Pri testovani statistickych hypotéz robime zavery na zéaklade tdajov z vybero-
vych stiborov a mozu nastat situacie, kedy sa dopustame aj nespravnych roz-
hodnuti, t. j. rozhodujeme na zaklade realizacie nahodného vyberového suboru
a preto nie je mozné ,zarucit bezchybné rozhodnutie. Aby boli testy hypo-
téz vierohodné a pouzitelné v analyzach tdajov vyskumnych tloh, musia byt
navrhnuté tak, aby minimalizovali mozné chyby v rozhodovani. Zvycajne vsak
nevieme, ¢i doslo ku chybe, a preto mézeme hovorit len o pravdepodobnosti
chyby. Moznosti rozhodnuti pri testovani hypotéz st uvedené v tabulke [8.1]

V rozhodovacom procese o nezamietnuti alebo zamietnuti nulovej hypotézy
existuju dva druhy chyb. Ak zamietneme nulovi hypotézu, ked je pravdiva,



8.3 Chyby v Statistickom rozhodovani 139

Tabulka 8.1: MozZnosti rozhodnuti pri testovani hypotéz.

Skutoénost
H, H,
plati neplati
I spravne rozhodnutie chyba 23 druhu
0 B
nezamietame . (1 (,y) . . pravdepodobnost
(hladina spolahlivosti)
Rozhodnutie chyby 2. druhu
chyba 1. druhu
77 Q spravne rozhodnutie
zamiegame pravdepodobnost (1-7)
chyby 1. druhu (sila testu)

(hladina vyznamnosti)

nazyvame tuto chybu chybou 1. druhu. Pravdepodobnost chyby 1. druhu ozna-
¢ujeme ako « a nazyvame ju aj hladina vyznamnosti. Druhy typ chyby stvisi
s rozhodnutim, kedy nezamietneme nulova hypotézu aj ked v skuto¢nosti ne-
plati. Pravdepodobnost chyby 2. druhu oznacujeme ako [3.

Spravne rozhodnutia nastant, ak je nulova hypotéza pravdiva a nezamietame
ju a ak nulova hypotéza neplati a zamietame ju. Pravdepodobnost, Ze nezamie-
tame nulovt hypotézu, ktora v skutoc¢nosti plati oznacujeme 1 — « a hovorime
o hladine spolahlivosti. Pravdepodobnost, Ze pri rozhodovani nenastala chyba
2. druhu oznacujeme ako pravdepodobnost 1 — [ a nazyvame ju sila testu.
Pravdepodobnost 1 — 3 teda vyjadruje s akou pravdepodobnostou zamietneme
nulovi hypotézu, ak v skutoc¢nosti plati alternativna hypotéza.

Tu je potrebné pripomentt, ze prislusna hodnota zékladného stiboru nie je
vo vécsine pripadov znama, ale mozeme uvazovat o hypotetickej hodnote, na zé-
klade ktorej sa test hypotézy vykonava. Takze, ak tvrdime, Ze nulova hypotéza
je pravdiva alebo nepravdiva, je to iba hypotetické tvrdenie o hodnote zéklad-
ného suboru, kedze mozu existovat iné hypotetické hodnoty nulovej hypotézy,
ktoré by bolo mozné testovat s rovnakou doélezitostou. Kedze sa test vykonava
v hypotetickej situacii o zakladnom sibore a v relativnom zmysle, pravdepo-
dobnostné vyroky veduce ku konkrétnym rozhodnutiam o hodnote zakladného
siboru reflektuju iba jednu z mnohych hypotetickych situacii.

V procese testovania Statistickych hypotéz sa snazime pouzit test, pri ktorom
sa maximalizuje pravdepodobnost spravnych rozhodnuti, a teda minimalizuje
pravdepodobnost chyby 1. druhu aj chyby 2. druhu. Avsak, ak budeme pre sta-
novenu velkost vyberového siboru znizovat pravdepodobnost chyby 1. druhu,
neznamena to, ze sa bude zmensovat aj chyba 2. druhu. Naopak, ta sa moze
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este zvysovat. Priklad vplyvu zmeny hladiny vyznamnosti o na [ je znazorneny
na obrazku Rl

Hy Hy Hy Hy

\¢ a

Obr. 8.1: Vztah chyby 1. druhu a chyby 2. druhu.

Na obrazku st funkcie hustoty testového kritéria pri platnosti hypotézy
Hy a pri platnosti hypotézy H;. VIavo je situacia, kedy sa snazime znizit chybu
1. druhu «, no vidime, Ze chyba 2. druhu [ sa zvysuje.

Pravdepodobnost chyb 1. a 2. druhu vsak mézme znizovat zvySovanim vel-
kosti vyberového suboru. V praktickej realizacii hodnotu chyby 1. druhu volime,
zvycajne ako a=0,05 (pripadne 0,01 alebo 0,1), a je teda pevnou hodnotou, ako
sme to videli v predoslej kapitole pri uréovani intervalu spolahlivosti.

8.4 Testovacia statistika

Na testovanie hypotéz potrebujeme testovaciu statistiku, t. j. Statistiku, ktora
poskytuje vyberové rozdelenie vhodné pre definovanie pravdepodobnosti prija-
tia alebo zamietnutia nulovej hypotézy. Testovacia statistika je Statistika defino-
vana ako funkcia premennych ndhodného vyberového suboru a zakladného su-
boru. Testovaciu Statistiku je mozné tiez povazovat za ndhodni veli¢inu, pricom
jej vyberové rozdelenie je nezéavislé od parametrov, pre ktoré sa test hypotézy
vykonava.

Vseobecny tvar testovacej statistiky mozno vyjadrit vztahom medzi pozo-
rovanou hodnotou sledovanej veli¢iny a ocakavanou hodnotou, ktora plati pre
nulovi hypotézu. Pre testovaciu Statistiku je teda mozné zapisat:

Pozorovana hodnota — Hypotetickd hodnota

Testovacia Statistika =

(8.9)

Stredna chyba pozorovanej hodnoty

Vysledok testovacej Statistiky (vypocitana hodnota) sa nasledne porovna
s rozdelenim, ktoré ocakavame, ak je nulovad hypotéza pravdiva. Napriklad so
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Standardnym normalnym rozdelenim, ktoré mé priemernti hodnotu rovna nule
a rozptyl rovny jednej.

Testovaciu Statistiku je teda mozné vypocitat z tidajov vyberového suboru.
Je v8ak potrebné si uvedomit, ze existuje vela moznych vysledkov, kedze exis-
tuje vela moznych vyberovych siuborov zo zédkladného suboru, t. j. konkrétna
hodnota zavisi od konkrétneho vyberového stboru. Prikladom testovacej Sta-
tistiky je napriklad z Statistika:
. T — o

o]

N

kde 119 je hypotetickou hodnotou priemeru zakladného stuboru.

(8.10)

V mnohych pripadoch je hypotetickda hodnota rovna nule, takze testovacia
Statistika sa stdva pomerom pozorovanej veliciny k jej strednej (Standardnej)
chybe. Metoda vyhodnocovania velkosti sledovanej veli¢iny, ako nasobku jej
strednej chyby je aplikovand v mnohych metddach Statistickej analyzy. Avsak,
vyuzivané su aj iné metody a formy testovacich statistik.

8.5 Oblasti rozhodovania

Hodnota testovacej Statistiky rozhoduje o zamietnuti alebo nezamietnuti nu-
lovej hypotézy. Testovacia Statistika moze vo vSeobecnosti nadobtiidat hodnoty
z readlnej mnoziny hodnot, ktorta rozdelime na dve podmnoziny, t. j. dve navza-
jom sa neprekryvajice oblasti:

e kritickt oblast 17/, — oblast zamietnutia nulovej hypotézy H a
e doplnkovu oblast 11; — oblast nezamietnutia nulovej hypotézy Hy

Hranice, ktoré oddeluju tieto oblasti oznacujeme ako kritické hodnoty a ur-
c¢ujeme ich ako kvantity rozdelenia pouzitej testovacej Statistiky, oznac¢me ju
napriklad (), pre zvolent chybu 1. druhu, teda hladinu vyznamnosti «. Kri-
tickd a doplnkova oblast su definované na zaklade testovacej Statistiky, ako aj
na zaklade nulovej a alternativnej hypotézy, t. j. podla toho ¢i je alternativna
hypotéza obojstranna alebo jednostranna. O zamietnuti alebo nezamietnuti tes-
tovanej hypotézy potom rozhodujeme na zaklade nameranych hodnot, z ktorych
vypocitame hodnotu testovacej Statistiky (). Ak jej hodnota padne do kritickej
oblasti I/, potom zamietame testovand hypotézu H a prijimame alternativnu
hypotézu H,. Ak hodnota testovacej Statistiky () padne do doplnkovej oblasti
Wy, potom nulovi hypotézu H, nezamietame.
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Ak je test hypotézy obojstranny, potom je kritickd oblast definované tak na
[avej, ako aj na pravej strane vyberového rozdelenia testovacej Statistiky. Pre
obojstranny test definujeme dve kritické hodnoty ¢; a ¢». Potom kriticka oblast
a doplnkova oblast su dané:

Wa o (=005 q1) U (ge; 00)

Wo: (q15¢2) (8.11)

Kritické hodnoty testovacej statistiky () (obrézok ur¢ime na lavej strane
jej rozdelenia pre oblast pokrytia a/2 a na pravej strane rozdelenia pre oblast
pokrytia 1 — /2. Kritické hodnoty moézme najst v statistickych tabulkach pre
rozdelenie danej testovacej Statistiky:.

H, Hy H,
1—-«a
a/2 a2
q1 q2

Obr. 8.2: Oblasti zamietnutia a nezamietnutia nulovej hypotézy pre obojstranni alternativnu
hypotézu.

Ak je test hypotézy jednostranny, potom na zaklade alternativnej hypotézy
mozeme definovat kriticku oblast bud na Tavej alebo na pravej strane vybero-
vého rozdelenia testovacej Statistiky () (obrazok .

Pre jednostranny test hypotézy je teda definovana jedna kritickd hodnota,
ktord vymedzuje oblast o velkosti pravdepodobnosti «, a to na lavej alebo
na pravej strane rozdelenia testovacej Statistiky pre lavostranny, resp. pravo-
stranny test.

Pre lavostranni alternativnu hypotézu s kriticka oblast a doplnkové oblast
dané nasledovnymi dvoma intervalmi:

Wa: (—00;5q1)

Wo: (q1:00) (8.12)
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Hq H, Hy H,q
1-a 1-«a
a a
X D
q1 qz

Obr. 8.3: Oblasti zamietnutia a nezamietnutia nulovej hypotézy pre Tavostranni (vlavo)
a pravostrannu (vpravo) alternativnu hypotézu.

Pre pravostrannu alternativnu hypotézu su kriticka oblast a doplnkova oblast
dané nasledovnymi dvoma intervalmi:

MQJ <%;“ﬁ

Wo: (—00; o) (8.13)

Hodnoty testovacej Statistiky tvoriace kritickd oblast su tie, pri ktorych je
menej pravdepodobné, Ze sa vyskytni, ak je nulovd hypotéza pravdivia. Na
druhej strane, hodnoty tvoriace doplnkovt oblast sa vyskytnu s vi¢sou pravde-
podobnostou, ak je nulova hypotéza pravdiva. Takzvané rozhodovacie pravidlo
teda hovori, Ze mame zamietnut nulovi hypotézu, ak hodnota testovacej sta-
tistiky, ktoru vypocitame z vyberového stboru, je jednou z hodnot v kriticke]
oblasti a nezamietnut nulova hypotézu, ak je vypocitana hodnota testovacej
statistiky jednou z hodnét v doplnkovej oblasti.

Pripominame, Ze je vhodnejsie tvrdit, Ze nulova hypotéza nie je zamietnuta,
ako tvrdit, ze nulova hypotéza je prijata. Vyhneme sa tak pripadnym pochyb-
nostiam, kedZe sme sa mohli dopustit chyby 2. druhu, ktorej pravdepodobnost
moze byt ¢asto vysoka.

8.6 p hodnota

Hodnota p je ¢cislo, ktoré ndm hovori, ako nezvycajné su vysledky konkrét-
neho vyberového siiboru, ak plati nulova hypotéza. Hodnota p oznacujtca, ze
vysledky vyberového stboru pravdepodobne nenastali, ndm poskytuje opod-
statnenie pre pochybnosti o pravdivosti nulovej hypotézy.
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Mohli by sme teda definovat, Ze hodnota p je pravdepodobnost, Ze vypo-
¢itand hodnota testovacej Statistiky je aspon taka extrémna ako $pecifikovana
hodnota testovacej Statistiky, ked je pravdiva nulova hypotéza. Hodnota p je
teda najmensia hodnota «, pre ktortt mézeme zamietnut nulovta hypotézu.

Casto sa vyznam hodnoty p a hladiny vyznamnosti o nespréavne zamienaju
a interpretuji. Hovorime, ze vysledky st Statisticky vyznamné, ak je p hod-
nota nizsia ako hladina vyznamnosti o, ktord je pevne stanovena na zaciatku
analyzy, zvycajne na hodnotu 0,05, resp. 5%. Na druhej strane, p hodnota je
odvodend s ohladom na test hypotézy, v ktorom sa testovacia Statistika vypoci-
tava z vysledkov daného stiboru tidajov a za predpokladu, ze je nulova hypotéza
pravdiva. Hodnoty p moézu naznacovat, do akej miery st udaje vyberového si-
boru nekompatibilné so $pecifikovanym Statistickym modelom, avsak neurcuji
pravdepodobnost, ze Studovana hypotéza je pravdiva, ¢i pravdepodobnost, Ze
vyber udajov bol ziskany len na zéklade nahody.

Predpokladajme, ze méame testovaciu Statistiku Z vyberového rozdelenia na
testovanie nulovej hypotézy Hy : 11 = 11 oproti alternativnej hypotéze Hy : p #
(1o pre ndhodny vyberovy stubor o velkosti n, ktory je vyberom zo zékladného
siboru s normalnym rozdelenim N (/L, sigmaz). Hodnotu testovacej Statistiky
z pre konkrétny vyberovy subor a dant nulovi hypotézu je mozné ziskat podla
vztahu (8.10]). Potom mozeme definovat p hodnotu ako pravdepodobnost podla
Specifikovanej statistickej hypotézy, kedy by testovacia Statistika bola rovna
alebo extrémnejsia ako jej pozorovana hodnota:

p=P(Z>|2)+P(Z<—|2|) (8.14)

pricom absolitnu hodnotu 2z pouzivame na definovanie okrajovych ploch pozo-
rovanej hodnoty (lava a prava strana rozdelenia), pre pripady negativnej alebo
pozitivnej hodnoty testovacej Statistiky, tak ako je to zobrazené na obrazku (8.4}

Pri obojstrannej alternativnej hypotéze je mozné extrémnejsie hodnoty tes-

tovacej Statistiky ziskat z avej alebo pravej strany vyberového rozdelenia. Pre
kladna hodnotu z mézme vztah (8.14) upravit takto:

p=P(Z>2)+P(Z<—2) (8.15)

pretoze Standardné norméalne rozdelenie je symetrické a krajné plochy rozdele-
nia su vacsie ako z a mensie ako —z.

Podobne, vieme urcit p hodnotu pre jednostranné testy hypotézy. V pripade
pravostrannej alternativnej hypotézy bude platit, Ze:

p=P(Z>2)=1-P(Z<z2)=1-F(2) (8.16)
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Obr. 8.4: Funkcia hustoty testovacej Statistiky so Standardnym normalnym rozdelenim pre
obojstranny test hypotézy.

Pre lavostrannu alternativnu hypotézu:
p=P(Z<z)=F(2) (8.17)

kde F'(z) je hodnota distribu¢nej funkcie standardného normalneho rozdelenia
pre Z = z.

Predpokladajme, Ze hladina vyznamnosti v bola Specifikovana ako hodnota
0,05. Potom, na zistenie, ¢i st vysledky testov hypotéz Statisticky vyznamné,
mozno pouzit jednu z nasledujticich metod.

e Vypocitame testovaciu statistiku a porovname ju s kritickou hodnotou tes-
tovacieho kritéria na trovni a=0,05. Ak testovacia statistika padne do kri-
tickej oblasti, potom H, zamietame a vysledok povazujeme za Statisticky
vyznamny (p < 0,05). V opa¢nom pripade Hj nezamietame a vysledok
povazujeme za Statisticky nevyznamny (p > 0,05). Tento pristup bol dis-
kutovany v predoslej kapitole 8.5 a niekedy ho oznacujeme aj ako metoda
kritickych hodnot.

e Vypocitame presnd p hodnotu, a ak p < 0,05, potom H, zamietneme
a vysledky povazujeme za Statisticky vyznamné. V opacnom pripade, ak
p > 0,05, potom nezamietame Hj, a vysledky povazujeme za Statisticky
nevyznamné. Tento pristup oznacujeme aj ako metoéda p hodnoty.

8.7 Vseobecny postup testovania hypotéz

V8eobecny postup testovania Statistickych hypotéz je mozné zhrnit do nasle-
dujucich krokov:
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1. Sformulujeme nulovi hypotézu Hy, t. j. spravidla tvrdenie, ktoré chceme
vyvratit.

2. Sformulujeme alternativnu hypotézu Hy, t. j. spravidla tvrdenie, ktoré
chceme vyskumom dokéazat.

3. Zvolime hladinu vyznamnosti «, na ktorej budeme nulovi hypotézu tes-
tovat. Zvyc¢ajne ju volime na trovni 0,05. Niekedy 0,01 alebo 0,1.

4. 7 udajov vyberového suboru vypoc¢itame hodnotu testovacej Statistiky
(testovacieho kritéria, podla testovaného problému). Pri vybere vhodného
typu testu zohladnujeme napriklad rozdelenie pravdepodobnosti nédhod-
nej velic¢iny, z ktorej je vyberany vyberovy stibor, dostupnost informacie
o rozptyle zéakladného stuboru, ¢ velkost vyberového suboru.

5. Uréime kritickt oblast W, t. j. uré¢ime kritické hodnoty, ktoré vymedzuju
oblast zamietnutia, resp. nezamietnutia nulovej hypotézy (napriklad vy-
hladanim v Statistickych tabulkach).

6. Rozhodneme o zamietnuti, resp. nezamietnuti nulovej hypotézy Hy na zvo-
lenej hladine vyznamnosti a.

Nezamietnutie nulovej hypotézy neznamené, ze hypotéza je spravna. Preve-
ruje sa Ci je B dostatoéne malé ¢islo. Prakticky sa vsak vo vicsine pripadov
postupuje tak, ze v pripade nezamietnutia nulovej hypotézy, sa tato hypotéza
povazuje za spravnu.

Je potrebné zdoraznit, Ze v praxi sa stretavame tak so sibormi, ktoré maju
normaélne rozdelenie tdajov, ako aj so sibormi, ktoré st malé v porovnani s vel-
kostou zakladného stiboru, alebo maji rozdelenie, ktoré je zosikmené, a u kto-
rych neplati predpoklad normality. Preto je doélezité, aby sa pred analyzou tuda-
jov vykonali testy normality. NavysSe, pri testovani dvoch vyberovych stborov
existuje predpoklad, Ze ich odchylky st rovnaké, ktory je tiez potrebné otesto-
vat. Nakoniec je potrebné poznamenat, Ze testy hypotéz, rovnako ako intervaly
spolahlivosti, st relativne citlivé na velkost testovanych vyberovych suborov
a pri interpretacii vysledkov zahifiajucich velmi malé vyberové siubory je po-
trebné postupovat opatrne.

Vo vSeobecnosti je mozné metody testovania rozdelit na:

e parametrické — ich pouzitie je viazané na urc¢ité predpoklady o rozdeleni,
resp. o parametroch zékladnych siborov (napriklad o normélnom rozde-
leni, ¢i o rovnakej variabilite),

e neparametrické — pouzivaju sa, ak nie st splnené pozadované predpo-
klady pre pouzitie parametrického testu. Nevyzaduju vypocet parametrov
Statistického suboru ani znalost funkcie rozdelenia zakladného suboru.



Kapitola 9

Overovanie hypotéz o normalnom
rozdeleni

Ako uz bolo naznacené v predchadzajicich kapitolach, jednym z predpokladov
pre pouzitie parametrickych metod testovania statistickych hypotéz je, aby boli
sledované veli¢iny zédkladného stiboru s normalnym rozdelenim. Teda predpokla-
dame, ze aj vyberovy stubor je ndhodnym vyberom zo zakladného stboru s nor-
malnym rozdelenim. Zanedbanie predpokladu o type rozdelenia moéze v praxi
viest k zavadzajicim, resp. nespravne interpretovanym vysledkom.

Na overovanie normalneho rozdelenia tudajov (alebo aspon ich symetrickosti)
je mozné pouzit viacero pristupov:

e vizudlne hodnotenie grafickej prezentécie rozdelenia tdajov vyberového
siboru, napriklad histogramu,

e analyza charakteristik popisnej Statistiky, najmé koeficientov Sikmosti
a Spicatosti,

e testy hypotéz o normalnom rozdeleni, napriklad Chi-kvadrat test dobrej
zhody, test podla Shapira-Wilka, D’Agostinov test, Kolmogorov-Smironov
test a pod.

V niektorych pripadoch, kedy nie je rozdelenie idajov symetrické, je mozné
pouzit vhodnu transformaciu udajov tak, aby boli transformované tudaje sy-
metrické. Nasledne je mozné transformované tudaje analyzovat statistickymi
metodami uréenymi pre siibory s normalnym rozdelenim.

9.1 Vizualne hodnotenie

Prvym rieSenim, ako odhadnit, ¢i vyberovy subor, ktory sme ziskali v ramci
rieSenia nejakej vyskumnej tlohy alebo experimentu, je ndhodnym vyberom zo

147
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zakladného suboru s norméalnym rozdelenim, je pozriet si graficki prezentaciu
jeho hodnot. Vyraz ,odhadnut” tu chapeme v zmysle subjektivneho hodnote-
nia, kedZe sa opierame prevazne o skisenosti pozorovatela.

Jednoduchou a zaroven nazornou reprezentativnou metédou vizualizacie su-
boru udajov je histogram (vid kapitola [4.2.3), ktory zobrazuje zastupenie hod-
not v definovanych intervaloch formou pocetnosti, resp. relativnych pocetnosti.
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Obr. 9.1: Histogramy dvoch nahodnych vyberovych siborov.

Na obrazku st znazornené priklady histogramov dvoch nédhodnych vy-
berovych suborov. Vizualnym hodnotenim sa snazime zistit napriklad to, ¢i
histogram ma svoj stred, v ktorého okoli by malo byt najvacsie zastupenie hod-
not a smerom k okrajom na oboch stranach by malo byt hodnot menej. Tiez si
vsimame, ¢i mé histogram jeden, alebo viacero vrcholov. Pripadne to, ¢i nie st
tdaje priblizne rovnako zastipené v ramci celého rozsahu hodnot.

Na obrazku [0.1] vlavo, je najviac hodnot na zaciatku rozdelenia, kde je aj
vrchol histogramu, a smerom k vi¢sim hodnotam pocetnosti klesaju. V strede
rozlozenia dokonca nie si ziadne hodnoty sledovanej premennej zastipené vo
vyberovom stubore a potom ich je niekol'ko na pravej strane histogramu. V tomto
pripade, moézme priamo tvrdit, zZe dany vyberovy sibor nepredstavuje subor
hodnot s normalnym rozdelenim.

Iné rozlozenie reprezentuje histogram na obrazku vpravo. Histogram mé
jeden vrchol umiestneny priblizne v strede rozdelenia vyberového siboru. Sme-
rom k okrajom histogramu pocetnosti hodnot klesaju, nie vsak symetricky,
kedZe na lavej strane klesaju rychlejsie, kym na pravej strane klesaju volnejsie
na o nieco sirSom intervale. To dava predpoklad, Ze rozlozenie bude mierne pra-
vostranne zosSikmené. V porovnani s histogramom na obrazku vlavo, vsak
uz nemdzeme vylucit, ze (s istou pravdepodobnostou) sa dané rozlozenie blizi
k normélnemu rozdeleniu. Pri vizualizacii si moézeme pomoct krivkou, aproxi-
mujicou priebeh rozlozenia, napriklad tak ako je to na obrazku[9.2]



9.2 Porovnanie charakteristik popisnej Statistiky 149

10 4 8 -

o
L

Pocetnost

Pocetnost
Iy

|| SO

0 1 2 3 4 5 6 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 2,4 2,8 3,2 3,6 4

Obr. 9.2: Histogramy dvoch ndhodnych vyberovych siborov s krivkami aproximujtacimi tvar
rozlozenia.

Aproximéciou sice neziskavame potvrdenie, ze idaje st normalne rozdelené,
ale vieme posudit, ktory zo stiborov podrobime pripadnému testu normality
v dalSej analyze, a ktory nie.

Histogram je teda vhodny sposob, ako rychlo vizualizovat rozdelenie jedne;j
premennej. Okrem histogramu by sme na grafickii vizualizaciu mohli pouzit
napriklad polygon, krabicovy graf, graf zavislosti teoretickych a empirickych
kvantilov a pod.

9.2 Porovnanie charakteristik popisnej Statistiky

Objektivnejsou metddou, ako je vizualne pozorovanie grafickej prezentacie roz-
lozenia tdajov vyberového stiboru, je vypocitanie charakteristik popisnej Sta-
tistiky. Typickym prikladom st charakteristiky tvaru, tak ako boli diskutované
v kapitole 3.3]

Analyza koeficientov Sikmosti a $picatosti moze byt vyuzita na prvotné po-
stdenie normality a symetrickosti rozdelenia skupiny udajov (vyberového su-
boru, ktory méame k dispozicii). Vychadzame z predpokladu, Ze u standardného
normalneho rozdelenia je Sikmost a $picatost rovna nule (pozor, Spicatost ne-
musi byt zniZen& na nulu v niektorych vypoctovych nastrojoch a potom bude
rovné hodnote 3). Preto by aj hodnoty tychto charakteristik vypocitané z po-
zorovaného vyberového suboru, mali byt blizke nule. Navyse, v pripade ak je
absolutna hodnota Sikmosti viac ako dvojnasobkom Standardnej chyby stred-
nej hodnoty, potom to naznacuje, ze tidaje nie si symetrické, a teda nemajua
charakter normalneho rozdelenia.

Predpokladajme, zZe v ramci rieSenia vyskumnej tlohy bola sledované spo-
jita veli¢ina © a zo zékladného suboru vsetkych moznych subjektov, boli na-
hodne a nezavisle na sebe vybrané dva vyberové sibory, t. j. vyberovy subor
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A a vyberovy subor B. Hodnoty sledovanej veli¢iny boli zaznamenané a popi-
sané Statistickymi charakteristikami. Vybrané charakteristiky popisujice tieto
vyberové stbory st uvedené v tabulke [9.1]

Tabulka 9.1: Charakteristiky sledovanej veli¢iny © vypocitané z vyberového siboru A a vy-
berového siboru B.

.. Vyberovy Vyberovy
Charakteristika sibor A stbor B

n 98 100

T 3,1 1,776

T 3,1 1,4

S 0,9663 1,3528
SE 0,0976 0,1353

b1 0,0000 1,3481

by -0,2777 1,1622

Vyberové subory A a B su stredne velké, kedze ich velkost je 98, resp. 100
subjektov (hodnot). Koeficient sikmosti by vyberového stiboru A sa rovna 0, ¢o
nam hovori, Ze idaje st symetricky rozdelené. Koeficient $picatosti by je -0,2777
a informuje nas, Ze rozdelenie ma v porovnani s normalnym rozdelenim nizsi
vrchol, kedZe je hodnota zaporna, a je len mierne roztiahnuté do stran, kedze
hodnota je blizko nuly. Standardna chyba strednej hodnoty SE mé hodnotu
0,0976, ale kedze b; je nulové, jedna sa o identické rozlozenie na pravej aj na
Tavej strane vodci strednej hodnote rozdelenia. Priemerna hodnota sledovane;
veli¢iny sa v pripade vyberového suboru A rovna 3,1, a je totozné s hodnotou
medianu, tak ako to byva u norméalneho rozdelenia. Na zéklade tychto charak-
teristik je mozné povedat, Ze rozdelenie hodnot vyberového siboru A vykazuje
charakter normalneho rozdelenia.

V pripade vyberového siiboru B je koeficient Sikmosti by rovny 1,3481, ¢o
nam hovori, Ze rozdelenie je zoSikmené na pravi stranu a tdaje nie st symet-
ricky rozdelené. Koeficient Spicatosti bs je 1,1622 a informuje nés, ze rozdelenie
ma v porovnani s normélnym rozdelenim uzsi a vyssi vrchol, kedze hodnota by
je kladna. Standardna chyba strednej hodnoty SE méa hodnotu 0,1353, a kedze
sikmost by je takmer desat krat vicsia, nemozeme povazovat rozdelenie vybero-
vého stiboru B za rozdelenie s normélnym rozdelenim hodnét. Poukazuje na to
¢iastocne aj rozdiel priemernej hodnoty sledovanej veli¢iny, ktory sa rovna hod-
note 1,776 a je napravo od medianu, ktory ma hodnotu 1,4. Na zaklade tychto
charakteristik je mozné povedat, Ze rozdelenie hodnot vyberového siiboru B je
zoSikmené a nemé charakter normélneho rozdelenia.
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Udaje oboch vyberovych stiborov boli taktieZ zotriedené a prezentované his-
togramom pocetnosti, tak ako je to znazornené na obrazku obrazku (9.3, pricom
histogram vyberového suboru A je zobrazeny vlavo a histogram vyberového
siboru B je zobrazeny vpravo.
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Obr. 9.3: Histogramy nahodnych vyberovych siborov A (vlavo) a B (vpravo).

Z histogramov rozdelenia pocetnosti je vidiet, ze vyberovy stibor A je symet-
ricky s identickou l'avou a pravou stranou, kym vyberovy sibor B je zoSikmeny
napravo, tak ako na to poukazovali charakteristiky popisnej Statistiky.

9.3 Testy hypotéz o normalnom rozdeleni

Predpoklad o type rozdelenia nahodnej veli¢iny mozno otestovat aj objektiv-
nymi metdédami zalozenymi na Statistickom testovani. Medzi najpouzivanejsie
testy hypotézy o normélnom rozdeleni zédkladného stuboru patria:

e 2 test dobrej zhody, ktory porovnava teoretické a empirické pocetnosti,
pricom subory by mali byt stredné a velké,

e Shapiro-Wilkov test normality, ktory porovnéva teoretické a empi-
rické kvantily, a je vhodny pre malé stubory,

e D "Agostinov test, ktory porovnéva teoretické a empirické kvantily
stredne velkych suborov,

¢ Kolmogorov-Smirnovov test, ktory vyuziva porovnanie teoreticke]
a empirickej distribucnej funkcie,

e ale aj d'alSie testy normality ako napriklad Anderson-Darlingov test, ¢i
Martinez-Iglewiczov test.



152 Kapitola 9 Overovanie hypotéz o norméalnom rozdelenf

9.3.1 Chi kvadrat test dobrej zhody

x? test dobrej zhody je vhodnym testom, ked potrebujeme rozhodnit, ¢ po-
zorované rozlozenie pocetnosti je alebo nie je kompatibilné s nejakym vopred
vytvorenym alebo predpokladanym rozdelenim. Mdzeme teda urcit aj to, ¢i
hodnoty vyberového stboru nejakej ndhodnej premennej vyhovuji hypotéze,
ze boli ziskané zo zakladného stiboru, ktory mé normélne rozdelenie.

Postup veduci k dosiahnutiu rozhodnutia spociva v zatriedeni hodnot vy-
berového stiboru do vzajomne sa vylucujucich tried alebo triednych interva-
lov a urceni ich pocetnosti. Potom tieto hodnoty porovname s oc¢akavanymi
pocetnostami, ktoré by malo mat normalne rozdelenie pre definované triedy
alebo triedne intervaly. Ak st rozdiely medzi pocetnostami vyberového suboru
a oCakavanymi pocCetnostami malé, také, ze by mohli vzniknit ndhodne, potom
mozme dospiet k zaveru, ze vyberovy subor moze byt vyberom z normalneho
rozdelenia.

Predpokladajme, Zze mame nahodnu veli¢inu X, ktorej hodnoty vo vybe-
rovom siibore su x1, xo, ..., x,. Sformulujeme nulova a alternativnu hypotézu
tak, ze predpokladame:

Hy : néhodné veli¢ina ma normaéalne rozdelenie
H; : nahodné velicina neméa normalne rozdelenie

Hodnoty ndhodného vyberového siiboru s rozsahom 7 zatriedime do r tried
(triednych intervalov) a ich poc¢etnosti porovname s teoretickymi poc¢etnostami,
pricom testovacou Statistikou je ndhodna premenna:

r

X2 — ZM (9.1)

/rL .
i=1 pi

kde n; je empirickd pocetnost i-tej triedy, p; je pravdepodobnost, ze X nado-
budne hodnotu z i-tej triedy, teda ak plati nulova hypotéza a np; je teoreticka
(ocakévand) pocetnost i-tej triedy.

y* ma pre velké stbory, teoreticky n — oo, rozdelenie s (1 — s — 1) stup-
nami volnosti, kde s je pocet parametrov, ktoré je potrebné odhadnit pomocou
vyberovych tidajov. Pre norméalne rozdelenie odhadujeme dva parametre, t. j.
1a o’ teda s = 2.

Pre kriticki oblast, resp. oblast zamietnutia H plati:

X' > X (r—s—1) (9:2)
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Kritickt hodnotu pre prislusné « a pocet stupnov volnosti ndjdeme v Statis-
tickych tabulkach. Triedy, resp. triedne intervaly treba volit tak, aby pre vsetky
i =1,2,... rplatilo np; > 5. x? test dobrej zhody teda nie je vhodny pre malé

Priklad 9.1. Nahodnym vyberom bolo vybranych 100 pacientov, u ktorych
boli okrem inych udajov zaznamenané aj hodnoty bilirubinu. Je potrebné overit,
¢i je stbor hodnot bilirubinu ndhodnym vyberom z normélneho rozdelenia.
Ziskané hodnoty su: 17,1; 11,1; 15,9; 14,8; 12,2; 13,2; 15,5; 16,4; 19,2; 16,8;
13,2; 9,2; 16,8; 8,1; 20,6; 19,7; 13,7; 11,3; 17,6; 15,9; 13,3; 10,7; 16,3; 14,7; 18,5;
18,4; 17,7; 13,4; 15,0; 16,8; 17,2; 18.4; 19,6; 17,7; 14,4; 15,2; 13,8; 19,3; 14,6;
17,5; 13,3; 15,8; 12,3; 18,7; 14,5; 17.9; 16,5; 10,7; 14,5; 16,0; 15,1; 19,1; 14.1;
13,0; 13,6; 6,8; 12,2; 17,5; 16,7; 12,4; 11,6; 13.,6; 9,2; 14.,1; 16,4; 20,3; 7,6; 14,1;
18,5; 17,2; 14,4; 16,2; 17,0; 14,4; 15,6; 15,4; 15,2; 17,6; 20,7; 14,0; 18,7; 15,2;
14,2; 16,5; 13,2; 15,4, 17,6; 17,8; 15,9; 15,8; 4,7; 16,5; 12,5; 5,4; 15,8; 16,0; 14,3;
16,8; 15,6 a 16,4 umol /1.

Nagou nulovou hypotézou Hy je, ze vyberovy subor hodnoét bilirubinu je vy-
berom z normaéalneho rozdelenia a alternativnou hypotézou H; je, ze vyberovy
subor hodnot bilirubinu nie je vyberom z normélneho rozdelenia. Kedze hla-
dina vyznamnosti a nie je ur¢ené, pouzijeme hodnotu 0,05. Na rozhodnutie
pouzijeme testovaciu Statistiku (9.1)).

Postup vypoétu testovacej statistiky x? testu dobrej zhody budeme kvoli
prehladnosti zapisovat do tabulky [9.2]

Tabulka 9.2: Postup vypoctu x? testovacej Statistiky.

Bilirubin = n; Fo(z;) Di np; (ni — npi)?
np;
<10 7 0,0517 0,0517 9,18 0,6415
(10;12) 5 0,1615 0,1098 10,98 3,2547
(12;14) 17 03638 02022 20,22 0,5139
(14;16) 31 06146 02508 25,08 1,3951
(16; 18) 26 0,8241 0,2095 20,95 1,2180
(18;20) 11 0,9419 0,1178 11,78 0,0514
> 20 3 0,9865 0,0446 4,46 0,4763

Pocetnosti ziskanych hodnét bilirubinu uréime podla intervalového triedenia
diskutovaného v kapitole [4.2.2] Vzhladom na velkost stiboru a rozpéatie hodnot
definujeme r=7 intervalov s otvorenou dolnou a hornou hranicou, tak ako je to
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uvedené v prvom stlpci tabulky [9.2 Do dalsicho stlpca spocitame pocetnosti
hodnot bilirubinu n;, spadajice do prislusnej triedy.

Pre urcenie pravdepodobnosti p; teoretickych pocetnosti normalneho rozde-
lenia, pouzijeme distribu¢ni funkciu Fy Standardného normélneho rozdelenia
N(0,1), kde pravdepodobnost, ze hodnota bilirubinu bude rovna alebo mensia
ako x; je dana ako P(Fy(z;)), a ndjdeme ju v Statistickych tabulkach, tak ako
to bolo vysvetlené v kapitole [6.2.1]

Pravdepodobnosti P(Fy(z;)) hladame pre vsetky horné hranice triednych
intervalov bilirubinu tak, ze Fy(z;) = (z; — p)/o, kde p je odhad priemerne;j
hodnoty bilirubinu vypocitany z vyberového siboru a rovna sa 15,1 pmol/l
a podobne odhad smerodajnej odchylky o je 3,1262 pmol/l. Hodnoty distri-
bucnej funkcie sme zapisali do tretieho stlpca tabulky.

Kedze nas zaujimaju pravdepodobnosti triednych intervalov a nie pravde-
podobnosti vietkych predoslych hodnot, potom do stvrtého stlpca tabulky za-
piseme pravdepodobnosti p; = Fy(x;) — Fy(x;—1), ktoré reprezentuju pravde-
podobnosti norméalneho rozdelenia bilirubinu v jednotlivych triedach pri danej
strednej hodnote a smerodajnej odchylke.

Teoretické (ocakavane) pocetnosti podla normélneho rozdelenia vypocitame
vynasobenim poc¢tu hodnot, ktoré chceme zatriedit do jednotlivych triednych
intervalov prislusnymi pravdepodobnostami danej triedy. Po¢et hodnot n=100,
kedZe chceme porovnat rovnako vel'ké skupiny. Teoretické pocetnosti st uvedené
v stipci np;.

Nakoniec vypoé¢itame zlozky sumy testovacieho kritéria y?2, ktoré st uvedené
v poslednom stlpci tabulky . Ich spoc¢itanim dostavame vysledok testovace]
Statistiky y2—=7,551.

Poslednym krokom testovania hypotézy o normalnom rozdeleni je rozhodnit,
¢i nulovi hypotézu zamietame alebo nezamietame, t. j. rozhodneme podla toho,
¢ je vysledna hodnota x?=7,551 v kritickej oblasti, alebo nie. Kriticka hodnota
X7_,(4), kedZe pocet stuptiov volnosti je r-s-1=7-2-1=4, ndjden4 v Statistickych
tabulkach je 9,488. Podla definicie kritickej oblasti je vypocitana testova-
cia Statistika mensia ako kritickd hodnota a tak nulovi hypotézu nezamietame
a tvrdime, ze hodnoty bilirubinu st vyberom z normalneho rozdelenia.

9.3.2 Shapiro-Wilkov test

Shapiro-Wilkov test je pouzivany vécsinou u malych vyberovych suborov, kde
sa velkost n pohybuje ¢asto na tdrovni medzi 3 az 50. Publikované su vSak a]
pristupy pre vacsie rozsahy stiborov.
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Nulovi a alternativnu hypotézu formulujeme s predpokladom, Ze:

Hj : nahodna veli¢ina ma norméalne rozdelenie
Hi : néhodna veliéina nemé normalne rozdelenie

Realizacia Shapiro-Wilkovho testu spociva v usporiadani hodnot
T1,T9,...,7, nadhodnej premennej X podla velkosti tak, aby vznikla ne-
klesajica postupnost =7 < 25 < ... < x’.

Potom testovacou Statistikou je ndhodna premenna:

C® ; <( )— ) -

kde m = n/2 pre parnu hodnotu velkosti vyberového siboru n, m = (n—1)/2
pre neparnu hodnotu velkosti vyberového suboru n a urcuje poc¢et moznych
rozdielov, ktoré vznikni vypocitanim rozdielu medzi najvacsou hodnotou vo
vyberovom stbore a najmensou hodnotou vo vyberovom stibore, druhou naj-
vicSou hodnotou a druhou najmensou hodnotou, tretou najvédcsou hodnotou
a tretou najmensou hodnotou atd., az kym sa nedosiahne stred usporiadanych
hodnot vyberového suboru. a,(;”) s koeficienty Shapiro-Wilkovho testu pre dant
velkost vyberového stiboru n, a st uvadzané v Statistickych tabulkach.
Pre oblast zamietnutia (kritickt oblast) Hy plati, zZe:

W < W (n,«a) (9.4)

kde W (n, ) st kritické hodnoty Shapirovho-Wilkovho testu a taktiez st uvé-
dzané v Statistickych tabulkach.

Priklad 9.2. N&ahodnym vyberom bola vybrana skupina desatro¢nych diev-
¢at, u ktorych boli zaznamenané hodnoty vysky. Je potrebné overit, ¢i je vybe-
rovy stibor hodndt vysky desatrocnych dievéat ndhodnym vyberom z normal-
neho rozdelenia. Ziskané hodnoty vysky desatrocénych dievéat sa: 130; 127; 136;
139; 147; 142; 138; 140; 139; 141; 139; 133; 151 a 136 cm.

7, dostupnych informécif je zrejmé, ze vyberovy sibor je maly, pricom n=14
a 7—138,43 cm. V tomto pripade nie je mozné pouzit x? test dobrej zhody,
a preto overovanie normality rozdelenia hodnot vysky desatro¢nych dievcat
vykoname pomocou Shapiro-Wilkovho testu.
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Nulovou hypotézou Hy je, ze stibor hodnot vysok desatrocénych dievcat je
vyberom z normalneho rozdelenia a alternativnou hypotézou H; je, Ze stbor
hodnot vysok desatro¢nych dievéat nie je vyberom z normalneho rozdelenia.

Kedze hladina vyznamnosti « nie je urcend, pouzijeme Standardne apliko-
vanu hodnotu a=0,05. Na rozhodnutie o zamietnuti alebo nezamietnuti nulovej
hypotézy pouzijeme testovaciu Statistiku ((9.3)), pricom postup vypoc¢tu budeme
zapisovat kvoli nazornosti aj do tabulky [9.3]

Tabulka 9.3: Postup vypoctu testovacej statistiky Shapiro-Wilkovho testu.

v oxp dM (g d (@ —1)) (2 1)
130 127 0,5251 24 12,6024 130,6122
127 130 0,3318 17 95,6406 71,0408
136 133 0,2460 9 2,2140 29,4694
139 136 0,1802 5 0,9010 5,8980
147 136 0,1240 4 0,4960 5,8980
142 138 0,0727 1 0,0727 0,1837
138 139 0,0240 0 0 0,3265
140 139 0,3265
139 139 0,3265
141 140 2,4694
139 141 6,6122
133 142 12,7551
151 147 73,4694
136 151 158,0408
Suma 21,9267 497,4286

Subor vSetkych zaznamenanych hodndt vysky x; usporiadame do neklesaju-
cej postupnosti z;, t. j. od najmensej po najvacsiu hodnotu vysky, tak ako je
to uvedené v druhom stlpci tabulky [9.3]

Pocet koeficientov agn) Shapiro-Wilkovho testu m urcéime ako pocet vset-
kych rozdielov medzi krajnymi hodnotami vyberového stiboru. Kedze n—=14,
tak m=14/2=7, t. j. budeme mat 7 rozdielov nasobenych siedmimi koeficientmi

al(-14), ktoré vyhladame v Statistickych tabulkéich, tak ako je to zobrazené na

obrazku . Hodnoty zapiseme v tabulke do tretieho stlpca.

Rozdiely medzi vacsimi a mensimi hodnotami vyberového siboru vypoci-
tame z usporiadanej postupnosti hodnot, pricom postupne odpocitavame krajné
mensie hodnoty od krajnych vac¢sich hodnot smerom ku stredu usporiadanych
hodnot (k medianu). Prvy rozdiel bude 151-127=24, druhy 147-130=17 atd.
Vypoéitané rozdiely st zapisané v §tvrtom stlpci tabulky .
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n N 12 13 15 16 17 18 19 20
1
0.5601 0,5475  0.5359 | 4 0.5150 0.5056 0.4968 (.a886 0.s8808 0.4734
0.3315 10,3325 0.3325 4 0.3306 0.329C 0.3273 0.3253 0.3232 0.3211
0.2260 0.2347  0.2412 § 0,2495 0.2521 0.2540 0.2553  0.2561  0.2565
0.1429 02,1586 0.1707 '0.1878 0.1939 0.1988 0.2027 0.2059 0.2085
0.0695 0.0922 0.1099 # 0.1353  0.1447 0.1524 00,1587 0.1641 0.1686
0.0000 0.0303 0.0539 ' 0.0880 0,1005 0.1109 0,1197 0.1271 0.1334

- - 0.0000 0.0433  0,0593 0.0725 0.0837 0.,0932 0.1013
- 0.0000 0.0196 0.0359 0.0496 0,0612 0.0711
= - 0.0000 0.0163 0.0303 0.0422

0.0000 0.0140

.

CWENOWL &F Wi -

-

Obr. 9.4: Vyber tabulkovych hodnot koeficientov Shapiro-Wilkovho testu.

Do piateho stlpca tabulky boli zapisané vsetky zlozky sumy Citatela
testovacej Statistiky W, ktoré vznikli vynasobenim koeficientov agm Shapiro-
Wilkovho testu a rozdielov medzi krajnymi hodnotami usporiadanej postup-
nosti hodnot vyberového stiboru.

Jednotlivé zlozky sumy menovatela testovacej Statistiky W, ziskame dru-
hou mocninou rozdielu medzi hodnotou vyberového suboru a priemerom vset-
kych hodnét. Prva zlozka tejto sumy bude vypocitana ako (127 — 138,43)% =
130,6122, druha (130 — 138, 43)% = 71,0408 atd., tak ako je to zapisané v po-
slednom stlpci tabulky [9.3]

Testovacia Statistika Shapiro-Wilkovho testu W sa potom rovna podielu
druhej mocniny sumy zloziek citatela a sumy zloziek menovatela. Potom je
vysledkom testovacej Statistiky W = 21,926762/497,4286 = 0,967. Nulovi
hypotézu zamietame, ak je testovacia Statistika mensia ako kritickd hodnota
W (n, «), ktoré je pre n=14 a a=0,05 rovna hodnote 0,874, tak ako to mézme
najst v Statistickych tabulkdch (obréazok [9.9)).

n %0.01 %0.,02 ¥0.05 ¥0.10 %0.50
3 0.753 0.756 0.767 0.789 .959
\ 0.687 0.707 0.748 0.792 0.935
5 0.686 0.715 0.762 0.80€ 0.927
13 0.814 0.837 0.866 0.389 0.945
14 0.825 0.846 0.895 0.947
15 0.835 0.855 0.881 0.901 0.950

Obr. 9.5: Vyber tabulkovych hodno6t kvantilov Shapiro-Wilkovho testu.

Hodnota testovacej Statistiky nespada do kritickej oblasti a preto nulovu
hypotézu nezamietame. Zavetom je, ze vyberovy subor hodnot vysky desatroc-
nych diev¢at je vyberom z normélneho rozdelenia.
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9.3.3 D Agostinov test

Dalsfm testom na overenie normality idajov je D “Agostinov test, ktory je v svo-
jej zakladnej podstate integraciou testov Sikmosti a Spicatosti.

Test Sikmosti vychédza z predpokladu, Ze normélne rozdelenie ma Sikmost
rovni nule. Potom samotny test Sikmosti zistuje, ¢i je Sikmost tdajov Statis-
ticky odlisna od nuly. Test je zalozeny na skutoc¢nosti, ze ak st idaje normalne
rozdelené, potom testovacia Statistika, ozna¢me ju z,, mé standardné normalne
rozdelenie a plati:

- SE,

kde b; je sikmost (koeficient Sikmosti, pozri vztah (3.25)) udajov vyberového
siboru a SFE; je standardna chyba, ktora je dand vztahom:

B 6n(n —1)
SEy = \/(n —2)(n+1)(n+3) (9:6)

(9.5)

zs

kde n je velkost vyberového suboru.
Sikmost nie je Statisticky vyzname odligna ako 0 (Hy), ak hodnota testovace;
Statistiky spada do doplnkovej oblasti (interval spolahlivosti):

(bl — Zl_a/QSES; bl + Zl_a/QSES) (97)

kde z;_, /o je kritickd hodnota standardného normélneho rozdelenia.

Obdobne, test Spicatosti vychadza z predpokladu, ze normalne rozdelenie
mé Sikmost rovni nule (po korekcii -3, ako to bolo naznac¢ené v kapitole .
Potom samotny test Spicatosti zistuje, ¢i je Spicatost tdajov Statisticky odliSné
od nuly. Test je zalozeny na skutocnosti, ze ak st idaje normélne rozdelené,
potom testovacia Statistika, oznacme ju z;, ma Standardné normalne rozdelenie
a plati:

- SE,

kde by je 8picatost (koeficient 8picatosti, pozri vztah (3.27)) udajov vyberového
siboru a SFE,. je standardné chyba, ktora je dana vztahom:

2k (9.8)

6n
SEk:Q(n1>\/(n2)(n3)(n+3)(n+5) (9:9)

kde n je velkost vyberového suboru.
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Spicatost nie je Statisticky vyzname odligna ako 0 (Hp), ak hodnota testo-
vacej Statistiky spadé do doplnkovej oblasti (interval spolahlivosti):

(b2 — Zl_a/QSEk; b2 + Zl_a/QSEk) (910)

kde z;_, /2 je kritickd hodnota Standardného normélneho rozdelenia.

Samotny D’Agostinov test je potom zalozeny na skuto¢nosti, ze pri normaél-
nom rozlozeni tdajov ma testovacia tatistika x? rozdelenie s dvoma stupiiami
volnosti:

X2 =22+ 2 (9.11)

Test je vhodny pre stredne velké subory a nulovi hypotézu o normélnom
rozdeleni suboru hodndt zamietame, ak:

X2 > Xi_a(2) (9.12)

pri¢om, podobne ako v ostatnych pripadoch teoretickych rozdeleni, kvantily 2
rozdelenia mame dostupné v Statistickych tabulkach.

9.3.4 Kolmogorov-Smirnovov test

Kolmogorov-Smirnovov test je dalsim vhodnym testom, ak potrebujeme vediet
ako rozdelenie hodnoét vo vyberovom stbore zodpoveda urcitému teoretickému
rozdeleniu. Kolmogorov-Smirnovov test dobrej zhody je vhodnou alternativou
x? testu dobrej zhody (vid. kapitola .

Podstata Kolmogorov-Smirnovovho testu dobrej zhody spoc¢iva v porovnani
distribu¢nej funkcie vyberového stboru F,(x) s nejakou teoretickou distribué-
nou funkciou. Pri testovani normality rozdelenia to bude distribu¢na funkcia
normalneho rozdelenia F'(x).

V pripade, ak existuje tizka zhoda medzi distribu¢nymi funkciami vybero-
vého stboru a normalneho rozdelenia, potom nulovi hypotézu, ze vyberovy
sibor je vyberom zo zakladného suboru s distribu¢nou funkciou normalneho
rozdelenia nezamietame. Naopak, ak existuji velmi velké rozdiely medzi dis-
tribu¢nymi funkciami, nulovii hypotézu zamietneme.

Pripominame, Ze distribucné funkcia je neklesajicou funkciou definovanou
na intervale od —oo do oo a hodnotami od 0 do 1, ktoré definuji pravdepo-
dobnost vyskytu konkrétnej hodnoty a vsSetkych mensich hodnét ako je tato
konkrétna hodnota (vid. napriklad obrazok [6.9)).
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Predpokladajme, Ze mame néhodny vyberovy sibor X s hodnotami
x1,To, ..., r,. Ak predpokladdme porovnavanie distribuc¢nych funkcii, mézeme
definovat hypotézy takto:

Hy: F(x)=F,(z) pre vsetky hodnoty x
Hy: F(x)# F,(z) pre aspon jednu hodnotu x

Rozdiel medzi distribu¢nou funkciou normalneho rozdelenia F'(x) a distri-
bu¢nou funkciou vyberového stuboru F,(x) kvantifikujeme pomocou testovace;j
Statistiky D, ktord predstavuje najviacsiu vertikdlnu vzdialenost medzi F'(r)
a I,(x). Testovaciu Statistiku zapiSeme:

D = sup |F(z) — Fy(z)] (9.13)

t. j. D sa rovnéa najvacsej hodnote zo vSetkych absolitnych hodnot rozdielov
medzi F'(x) a F,(z).
Nulovta hypotézu zamietneme ak:

D> D,, (9.14)

kde D, , je kritickd hodnota, ktort najdeme v Statistickych tabulkach pre vel-
kost vzorky n a hladinu vyznamnosti a.

Priklad 9.3. Nahodnym vyberom bola vybrana skupina pacientov, u ktorych
bola sledované troven glukozy v krvi nalacno. Checeme overit, ¢i mézeme dospiet
k zaveru, ze tieto daje pochadzaju z normalneho rozdelenia zakladného stboru.
Zaznamenané udaje pacientov si: 75; 84; 80; 77; 68; 87; 92; 77; 92; 86; 78; 76;
80; 81; 72; 77; 92; 80; 80; 77; 77; 92; 68; 87; 84; 75; 78; 80; 80; 77; 72; 81; 76;
78; 81 a 86 mg,/100ml.

Budeme testovat nulovi hypotézu, ktora hovori, ze distribu¢na funkcia glu-
kozy Fy(x) sa rovna distribucnej funkeii normalneho rozdelenia F'(x) pre vetky
x voci alternativnej hypotéze, ktora hovori, Ze distribu¢na funkcia glukézy Fj(x)
sa nerovnéa distribu¢nej funkecii normélneho rozdelenia F'(z) aspon pre jednu
hodnotu x. Hladinu vyznamnosti budeme uvazovat a=0,05.

Najprv vypocitame hodnoty distribu¢nej funkcie F,(z) pre hodnoty glukozy
pacientov z vyberového stuboru, ktorého rozsah je n=36 (zistili sme ako po-
¢et hodnodt vyberového stboru). Vypocet hodndt distribucnej funkcie Fy(z)
spolo¢ne s postupom vypoc¢tu Kolmogorov-Smirnovovho testu pre nézornost
zapiSeme do tabulky [9.4]
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Tabulka 9.4: Vypocet hodndt distribucnej funkcie glukézy pacientov z vyberového stiboru
a distribu¢nej funkcie normalneho rozdelenia.

lukoz
(n?gjlgoll) n; Ni Fg(l‘) Zi F(z) Di
68 2 20,0556 -1,9494  0,0256 0,0300
72 2 40,1111 -1,3041  0,0961 0,0150
75 2 6 0,1667 -0,8201  0,2061 0,0394
76 2 8 10,2222 -0,6588  0,2550 0,0328
77 6 14 0,3889  -0,4974 0,3094  0,0795
78 3 17 0,4722 -0,3361  0,3684 0,1038
80 6 23 0,6389 -0,0134  0,4946 0,1443
81 3 26 0,7222 0,1479  0,5588  0,1634
84 2 28 0,7778 0,6319 0,7363  0,0415
86 2 30  0,8333 0,9545 0,8301  0,0032
87 2 32 0,8889 1,1159  0,8678 0,0211
92 4 36 1,0000 1,9225  0,9727 0,0273

Prvu cast tabulky predstavuje tabulka pocetnosti pre vSetky jedinecné
hodnoty glukdzy v krvy pacientov vyberového siboru (neboli vytvarané triedne
intervaly), pricom absolttna pocetnost n; jednotlivych hodnot bola zazname-
nand do druhého stlpca tabulky.

Distribu¢na funkeia je kumulativnou funkciou, a preto sme do d'alsieho stlpca
tabulky vypocitali kumulativne absolutne pocetnosti N;. Hodnoty distribuc-
nej funkcie F,(z) pre hodnoty glukézy pacientov z vyberového stboru boli
ziskané vydelenim hodnoty kumulativnej absoliitnej pocetnosti po¢tom vset-
kych hodnot: F,(x;) = N;/n. Napriklad, pre hodnotu glukézy 68 mg/100ml je
F,(68)=2/36=0,0556, pre F,(72)=4/36=0,1111, pre F,(75)=6/36=0,1667 atd.
Vysledné hodnoty st uvedené v §tvrtom stlpci tabulky .

Na vypocet hodnot distribucnej funkcie normalneho rozdelenia potrebujeme
najprv transformovat ziskané hodnoty glukozy na hodnoty standardného nor-
maéalneho rozdelenia z, s ktorym nés vyberovy stibor porovnavame. Vypocitame
ich podla vztahu:

T — i
g

z =

Na odhad p pouzijeme priemerni hodnotu vyberového stboru, ktorou je
7=80,08 mg/100ml. Podobne vypocitame smerodajnt odchylku vyberového st-
boru, ktoru pouzijeme ako odhad o. Z hodnot glukozy pacientov vo vyberovom
stubore dostavame smerodajni odchylku rovna 6,1985 mg/100ml.
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Potom z pre hodnotu glukézy v krvi rovni 68 mg/100ml bude (68 —
80,08)/6,1985 = —1,9494, pre hodnotu glukozy v krvi rovnt 72 mg/100ml
bude (72—80,08)/6,1985 = —1, 3041 atd. Hodnoty standardného normélneho
rozdelenia pre glukozu so strednou hodnotou 80,08 mg/100ml a smerodajni od-
chylku 6,1985 mg/100ml st uvedené v piatom stlpci tabulky [9.4]

Dalej v Statistickych tabulkach pre standardné normalne rozdelenie najdeme
hodnotu pravdepodobnosti P(—oo < z), ktord pokryva hodnotu z a vSetky
mensie, t. j. hodnotu distribu¢nej funkcie normélneho rozdelenia F(x). V ta-
bulkach st hodnoty z uvadzané s dvoma desatinnymi miestami a pre prislusné
a. Ako hodnotu distribu¢nej funkcie F'(z) vyberieme hodnotu, ktora zodpo-
vedd z najblizsiemu k hladanej hodnote z; z tabulky [9.4l Pripadne je mozné
hodnotu pravdepodobnosti prepocitat podla dvoch hodnét, ktoré vymedzuja
oblast pre dalsie desatinné miesta hodnoty z;.

Obrézok zobrazuje vyber tabulky hodnot distribucnej funkcie normal-
neho rozdelenia a sposob uréenia prvych styroch hodnét hladanej distribucnej
funkcie F'(x).

z -0.09 —-0.08 —0.07 —0.06 —0.05 —0.04 —0.03 —0.02 —0.01 0.00 =z
—3.80 .0001 .0001 .0001 .0001 .00O1 .00O1 .0001 .0001 .0001 .0001 -—3.80

~200 0183 .0188 .0192 .0197 .020
—1.90 0233 .0239 .0244 .0250 (0256
—1.80 .0294 .0301 .0307 .0314 .032

0207 .0212 .0217 .0222 .0228 —2.00
0262 .0268 .0274 .0281 .0287 —1.90
0329 .0336 .0344 .0351 .0359 —1.80

ngm

—1.40 0681 .0694 .0708 .0721 .0735 .0749 .0764 .0778 .0793 .0808 —1.40

—1.30 .0823 .0838 .0853 .0869 .0885 .0901 .0918 .0934&.0951 .0968>>-1.30

—1.20 .0985 .1003 .1020 .1038 .1056 .1075 .1093 .1112 .1131 .1151 —1.20

—0.80 .1867 .1894 .1922 .1949 .1977 .2005 .2033 2090 2119 —0.80
—0.70 2148 2177 .2206 .2236 2266 .2296 .2327 .2358 .2389 .2420 —0.70

—0.60 .2451 .2483 .2514.2611 2643 2676 2709 .2743 —0.60
—=0.50 .2776 .2810 .2843 .28 2912 2946 2981 .3015 .3050 .3085 —0.50
Obr. 9.6: Vyber tabulkovych hodnot standardného normalneho rozdelenia.

Teraz je mozné vypocitat testovaciu statistiku Kolmogorov-Smirnovovho
testu, ktora je maximom z rozdielov medzi distribu¢nymi funkciami vybero-
vého stboru a normélneho rozdelenia D; = }Fg(a:) — F (x“Absoh’ltne hodnoty
tychto rozdielov st uvedené v poslednom stlpci tabulky

Na zaklade vypocitanych rozdielov medzi distribuénymi funkciami pre hod-
noty glukdzy je testovacia statistika Kolmogorov-Smirnovovho testu rovna hod-
note 0,1634 (v tabulke [9.4] je zvyraznena tuénym pismom).
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Kritickh hodnotu Kolmogorov-Smirnovovho testu najdeme v statistickych

tabulkach pre prislusné n a hladinu vyznamnosti «, napriklad tak ako je to
zobrazené na je obrazku [0.7]

One-Sided Test
p = .90 95 975 99 995
Two-Sided Test
p = .80 90 95 98 99
n= 1 .900 .950 975 990 995
2 .684 776 .842 900 929
3 565 .636 .708 .785 .829
35 N b i) 202 224 251 .269
36 174 199 Q2D 247 265
37 172 .196 218 244 .262
38 170 194 215 241 .258
39 .168 191 213 238 255
40 .165 .189 210 235 252

Approximation for

107 122 136 152 163
Vn Vn Vn Vn Vn

n > 40

Obr. 9.7: Vyber tabulkovych hodnot kvantilov Kolmogorov-Smirnovovej Statistiky.

Hodnota testovacej Statistiky Kolmogorov-Smirnovovho testu je mensia ako
kritickd hodnota Dsg 005, kedze 0,1634 < 0,221. Nulovi hypotézu teda neza-
mietame a mozeme povedat, Ze hodnoty glukézy v krvy pacientov vyberového
siboru st vyberom z normalneho rozdelenia.
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Kapitola 10

Parametrické testy

V tejto kapitole si uvedieme niektoré najcastejsSie pouzivané pristupy testova-
nia Statistickych hypotéz, ak st splnené predpoklady o vybere z normalneho
rozdelenia. Hoci tedria podmienok zavisi od zakladného stiboru s normalnym
rozdelenim, bezne sa tieto pristupy pouzivaji aj v pripadoch, kedy st relevantné
zakladné subory len priblizne normalne rozdelené. Toto je vSak akceptovatelné,
len ak nie je odchylka od normalneho rozdelenia vyznamna.

Vo vseobecnosti je mozné najcastejsie pouzivané testy hypotéz rozdelit do
nasledovnych skupin:

e testy hypotéz o strednej hodnote

— testy zhody strednej hodnoty so znamou konstantou
— testy hypotéz o zhode dvoch strednych hodnoét nezavislych stiborov

— testy hypotéz o zhode dvoch strednych hodnoét zavislych stborov
(adaje tvoria parové pozorovania, dvojice)

e testy hypotéz o rozptyloch

— testy zhody rozptylu so znadmou konstantou

— testy zhody dvoch rozptylov

10.1 Testy hypotéz o strednej hodnote

10.1.1 Testy zhody strednej hodnoty zakladného saboru

Predpokladajme, ze méme nahodny vyberovy stbor X, ktorého hodnoty st
Xr1,To,...,2T,, a su vyberom zo zakladného stiboru s normalnym rozdelenim
N (,u, 02), pricom strednt hodnotu (priemer) zakladného stiboru ;2 nepozname.

165
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Potom mozu nastat pripady, kedy rozptyl zakladného suboru pozname, napri-
klad z predoslych rozsiahlych experimentov ¢i studii, alebo, ¢o je castejSim
pripadom, rozptyl zakladného siboru nepozname. Taktiez rozliSujeme situacie,
kedy je nahodny vyberovy subor maly, t. j. n < 30, alebo je dostato¢ne velky,
n > 30.

10.1.1.1 Rozptyl zakladného stboru je znamy

Predpokladajme, Ze mame nédhodnu velicinu X, ktorej rozptyl zékladného si-
boru o2 je znamy. Na zaklade nahodného vyberového siiboru chceme overit, ¢i
sa neznama stredna hodnota zakladného stiboru ;1 rovna alebo nerovnéa znéame;j
hodnote 11 (konstantnej hodnote). Potom testujeme nulovi hypotézu, ktoré
hovori, Ze stredna hodnota zédkladného suboru ; sa rovna tejto konstante .
Alternativou bude, Ze sa tejto konstante iy nerovna. Nulovia a alternativnu
hypotézu potom zapiSeme nasledovne:

Ho: p=po
Hy oo # o

Testovacou Statistikou je 7/ Statistika standardného normalneho rozdelenia:

(10.1)

so Standardnym normalnym rozdelenim pravdepodobnosti N (0, 1).

Kriticka oblast 11, do ktorej, ak spadne hodnota testovacej statistiky 7, tak
zamietame nulovi hypotézu Hj, a doplnkova oblast 11, do ktorej, ak spadne
hodnota testovacej statistiky 7, tak nezamietame nulovi hypotézu H, uréime
pomocou kritickych hodnot standardného normalneho rozdelenia N (0, 1) na
zvolenej hladine vyznamnosti a.

Wa : (_OO; Za/2> U <Z1704/2; OO)
10.2
Wo : (Za/z; Zl—a/z) ( )

kde 2./, je kritickd hodnota Standardného normélneho rozdelenia na lavej
strane rozdelenia a z;_,/, je kritickd hodnota Standardného normalneho roz-
delenia na pravej strane rozdelenia.

Ak je a=0,05, potom (zaokrtihlené na dve desatinné miesta) je kriticka hod-
nota zp 025=-1,96 a kritickd hodnota 2 975=1,96 (pozri Statistické tabulky stan-
dardného normalneho rozdelenia). Potom oblasti pre rozhodnutie o prijati alebo
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H,y H, Hy

(1-a)=0,95

a_0025
2_ ’

Y

|
1
—-1,96 u= 0 1,96 z

Obr. 10.1: Oblasti prijatia alebo neprijatia nulovej hypotézy obojstranného Z testu na hladine
vyznamnosti 0,05.

neprijati nulovej hypotézy H, modzeme znézornit graficky, napriklad tak ako je
to na obrazku 1011

Predpokladajme, Ze mame int situaciu, kedy na zaklade nahodného vybero-
vého stiboru chceme overit, ¢i je neznama stredna hodnota zakladného stiboru 1
mensia ako znama hodnota /1. Potom testujeme nulovt hypotézu, ktora hovorti,
ze stredna hodnota zakladného suboru s je rovné alebo vacsia ako 1 a alter-
nativna hypotéza hovori, Ze je mensia ako 1y. Nulovi a alternativnu hypotézu
potom zapiSeme nasledovne:

Ho: p > po
Hy: op<po

Testovacou Statistikou je opdt 7 Statistika dand vztahom ([10.1]). Kriticka
oblast W, a doplnkova oblast 11, uréime pomocou kritickych hodnot Stan-
dardného normélneho rozdelenia NV (0, 1) na zvolenej hladine vyznamnosti .

Wy (—00;24)

Wo: (2a:00) (10.3)

kde z, je kritickd hodnota Standardného normalneho rozdelenia na lavej strane
rozdelenia.

Ak je a=0,05, potom je kritickd hodnota zg5—1,645. Oblasti pre rozhod-
nutie o prijati alebo neprijati nulovej hypotézy H, moézeme taktiez znazornit
graficky, napriklad tak ako je to na obrazku[10.2]

Obdobne predpokladajme, ze mame situaciu, kedy na zaklade nahodného
vyberového stiboru chceme overit, ¢i je neznama strednd hodnota zakladného
siboru g vacsia ako znama hodnota ;. Potom testujeme nulovi hypotézu,
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Hl HO

(1-a)=0,95

a=0,05

|
T
—1,645 n= 0 z

Obr. 10.2: Oblasti prijatia alebo neprijatia nulovej hypotézy Iavostranného Z testu na hladine
vyznamnosti 0,05.

ktora hovori, Ze stredna hodnota zakladného stiboru p je rovna alebo mensia
ako 119 a alternativna hypotéza hovori, Ze je vacsia ako 1. Nulovi a alternativnu
hypotézu potom zapiSeme nasledovne:

Ho: p < o
Hy: p>po

Testovacia Statistika sa nemeni, pouzivame pre dané podmienky opét 7 Sta-
tistiku dana vztahom . Kritickd oblast 1V, a doplnkovt oblast 11/ uréime
pomocou kritickych hodnot standardného normalneho rozdelenia N (0, 1) na
zvolenej hladine vyznamnosti «.

(1-a)=0,95

|
T
u=0 1,645 z

Obr. 10.3: Oblasti prijatia alebo neprijatia nulovej hypotézy pravostranného Z testu na
hladine vyznamnosti 0,05.

Wy (z1-4;00)

Wy: (—00;21-4) (10.4)
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kde z; , je kritickd hodnota Standardného normalneho rozdelenia na pravej
strane rozdelenia.

Ak je a=0,05, potom je kritickd hodnota zgg¢5—1,645. Oblasti pre rozhod-
nutie o prijati alebo neprijati nulovej hypotézy Hy mozeme taktiez znazornit
graficky, napriklad tak ako je to na obrazku [10.3

10.1.1.2 Rozptyl zdkladného stboru nie je znamy a vyberovy subor je velky

Predpokladajme, Ze mame nédhodnu velicinu X, ktorej rozptyl zékladného si-
boru o nie je znamy. Na zaklade nahodného vyberového siiboru checeme overit,
¢1 sa neznama stredna hodnota zédkladného suboru ;2 rovna alebo nerovna zna-
mej hodnote /9. Potom testujeme nulovta hypotézu, ktora hovori, ze stredna
hodnota zékladného stiboru 1 sa rovna tejto konstante 119. Alternativou bude,
ze sa tejto konstante 1o nerovna. Nulovu a alternativnu hypotézu potom zapi-

Seme nasledovne:

Ho: p=po
Hy o o # o

Testovacou Statistikou je Z statistika standardného normélneho rozdelenia:

7= (10.5)

so Standardnym norméalnym rozdelenim pravdepodobnosti N (0,1), kde s je
smerodajné odchylka vypocitand z hodnét vyberového stiboru.

Kriticka oblast W/, uréime pomocou kritickych hodnot standardného nor-
mélneho rozdelenia N (0, 1) na zvolenej hladine vyznamnosti .

W, (_OO; Za/2> U <Zl—a/2; OO)

10.6
Wo: (202 21-a/2) (10.6)

kde z,,» je kritickd hodnota Standardného normélneho rozdelenia na Tave;
strane rozdelenia a z;_,/, je kritickd hodnota Standardného normalneho roz-
delenia na pravej strane rozdelenia.

Ak je a=0,05, potom je kritickd hodnota zp 251,96 a kritickd hodnota
20,075—1,96, a ak je «=0,01, potom je kritickd hodnota 2 gg5—-2,576 a kriticka
hodnota 20’995:2,576.

V pripade, Ze na zéklade ndhodného vyberového siiboru checeme overit, ¢i je
neznama stredné hodnota zakladného stiboru 1 mensia ako znama hodnota /i,
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potom su hypotézy identické, ako v pripade testu hypotézy strednej hodnoty
zakladného suboru so zndmym rozptylom:

Hoy: p > po
Hy:op <o

Testovacou Statistikou je Z statistika dana vztahom ((10.5)), a pre kriticka
oblast 1/, a doplnkovu oblast 11/ plati:

Wy (—00;24)

Wo: (20 00) (10.7)

kde z, je kritickd hodnota Standardného normalneho rozdelenia na lavej strane
rozdelenia.

Ak je a=0,05, potom je kritickd hodnota 2z g5—-1,645, a ak je a—0,01, potom
je kriticka hodnota zg g3 —-2,326.

Analogicky, ak chceme overit, ¢i je neznama stredna hodnota zakladného
siboru p vacsia ako zndma hodnota /i, potom st hypotézy:

Ho: p<po
Hy:op>po

Testovacia Statistika sa nemeni, pouzivame pre dané podmienky opét 7 Sta-
tistiku dant vztahom ({10.5)) a pre kriticka oblast 1/, a doplnkova oblast 11
plati:

Wyt (21-a;00)

10.8
Wy: (—00;21-4) ( )

kde z;_, je kritickd hodnota Standardného normalneho rozdelenia na pravej
strane rozdelenia.

Ak je @=0,05, potom je kritickd hodnota 2 951,645, a ak je a=0,01, potom
je kritickd hodnota zgg9—2,326.

10.1.1.3 Rozptyl zakladného stboru nie je znamy a vyberovy sibor je maly

Predpokladajme, Zze mame nédhodnu velicinu X, ktorej rozptyl zékladného si-

? nie je zndmy a vyberovy sibor je maly, t. j. n < 30. Na zaklade

boru o
nahodného vyberového stboru chceme overit, ¢i sa nezndma stredna hodnota
zakladného suboru po rovna alebo nerovna znamej hodnote 9. Potom testu-

jeme nulovi hypotézu, ktora hovori, ze stredna hodnota zakladného suboru g
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sa rovné tejto konstante yiy. Alternativou bude, Ze sa tejto konsStante sy ne-
rovnéa. Nulovi a alternativnu hypotézu potom zapiseme nasledovne:

Hoy: p=po
Hy: p# po

Testovacou statistikou je 7' Statistika so Studentovym ¢ rozdelenim a n — 1
stupnami volnosti, ktoré je vhodné pre malé subory (vid kapitola |6.2.2)):

T="2 (10.9)

kde s je smerodajna odchylka vypocitand z hodnot vyberového siboru.
Kriticka oblast 1/, uréime pomocou kritickych hodnot Studentovho t roz-
delenia s n — 1 stupnami volnosti na zvolenej hladine vyznamnosti o.

W, : (—OO; toz/Z,n—1> U <t1—a/2,n—1; OO)

10.10
Wy : (ta/2,n—15 tl—a/2,n*1) ( )

kde 7,,/2,—1 je kritickd hodnota Studentovho ¢ rozdelenia na lavej strane rozde-
lenia a t1_,/2,,1 je kritickd hodnota Studentovho ¢ rozdelenia na pravej strane
rozdelenia pre n — 1 stupnov volnosti.

Ak je a=0,05 a n napriklad 5, potom je kritickd hodnota tgg254—-2,776
a kritickd hodnota #9975 4=2,776, a ak je a=0,01, potom je kritickd hodnota
10,005,4—-4,604 a kriticka hodnota ¢ 995 4—4,604.

V pripade, Ze na zéklade ndhodného vyberového siiboru chceme overit, ¢i je
neznama stredné hodnota zakladného stiboru 1 mensia ako znama hodnota /i,
potom su hypotézy dané ako:

Ho: p = po
Hy:op <o

Testovacou statistikou je 7" statistika dana vztahom ({10.9)), a pre kriticku
oblast 1., a doplnkovii oblast 1V, plati:

Wa : (_OO; ta,n—1>

10.11
Wo: (tan—1;00) ( )

kde t,,,1 je kritickda hodnota Studentovho ¢ rozdelenia na lavej strane rozde-
lenia pre n — 1 stupnov volnosti.

Ak je 0,05 a n napriklad 5, potom je kritickd hodnota g g54—-2,132, a ak
je a=0,01, potom je kritickd hodnota tg 1 4—-3,747.
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Analogicky, ak chceme overit, ¢ je neznama strednd hodnota zékladného
siboru p vacsia ako zndma hodnota /i, potom st hypotézy:

Ho: p<po
Hy:op> po

Testovacia Statistika sa nemeni, pouzivame pre dané podmienky opét 7" sta-
tistiku dant vztahom ({10.9)) a pre kriticka oblast 1/, a doplnkovt oblast 11
plati:

Wa : <t1—a,n—1; OO)

10.12
WO : (_Oo;tl—oc,n—l) ( >

kde t1 .., 1 je kritickd hodnota Studentovho t rozdelenia na pravej strane roz-
delenia pre n — 1 stupniov volnosti.

Ak je @=0,05 a n napriklad 5, potom je kritickd hodnota g 954=2,132, a ak
je a=0,01, potom je kritickd hodnota g g9 4=3,747.

10.1.2 Testy hypotéz o zhode dvoch strednych hodnét nezavislych
stuborov

Testovanie hypotéz, ktoré sa zaoberd rozdielom medzi strednymi hodnotami
dvoch zakladnych suborov je najcastejSie pouzivané na urcenie toho, ¢i je
alebo nie je mozné dospiet k zaveru, ze sa tieto stredné hodnoty nerov-
naju. Predpokladajme, Zze médme nahodny vyberovy subor X, ktorého hod-
noty s 1,212, ...,2,, a ndhodny vyberovy sibor X,, ktorého hodnoty st
To1, 99, . .., Tap,, Ktoré si vyberom zo zékladnych stiborov s normalnym rozde-
lenim N (u, 02), pricom strednti hodnotu ;41 zakladného suboru X ani strednu
hodnotu ps zakladného siboru X, nepozname. Potom mozu nastat pripady,
kedy rozptyly zékladnych stuborov pozndme alebo nepozname, a taktiez kedy
st ndhodné vyberové subory malé alebo velké.

10.1.2.1 Rozptyly zakladnych stuborov st zname

Predpokladajme, Ze méme nadhodné veliciny X; a X5, ktorych rozptyly za-
kladného stiboru o a o3 st zname. Na zéklade dvoch nahodnych vyberovych
siborov chceme overit, ¢i sa neznama stredné hodnota zakladného stboru 1
rovné alebo nerovna neznamej strednej hodnote zakladného staboru 5. Potom
testujeme nulovi hypotézu, ktord hovori, ze stredna hodnota zakladného su-

boru s1; sa rovna strednej hodnote zakladného suboru 5. Alternativou bude,
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ze sa tieto dve stredné hodnoty nerovnaji. Nulovu a alternativnu hypotézu
potom zapiSeme nasledovne:

Hy: p1=pg alebo py —p2 =0
Hy: py # po alebo gy —ps #0

Testovacou Statistikou je Z statistika standardného normélneho rozdelenia:

X — X
7z =122 (10.13)
of o
ni no

so standardnym normalnym rozdelenim pravdepodobnosti N (0, 1), kde n; a ns
s velkosti vyberovych siborov.

Kriticka oblast 1V, do ktorej, ak spadne hodnota testovacej Statistiky 7, tak
zamietame nulovi hypotézu H(, a doplnkovi oblast 11, do ktorej, ak spadne
hodnota testovacej Statistiky 7, tak nezamietame nulovt hypotézu Hy, uréime
pomocou kritickych hodnét standardného normélneho rozdelenia N (0, 1) na
zvolenej hladine vyznamnosti «.

W, <_OO; za/2> U <Z1—a/2; OO)

10.14
Wy : (Za/2; Rl—a/2 ( )

kde z,/» je kritickd hodnota Standardného normélneho rozdelenia na lave;
strane rozdelenia a z;_,/, je kritickd hodnota Standardného normalneho roz-
delenia na pravej strane rozdelenia.

Ak je a=0,05, potom je kritickd hodnota zpg25—1,96 a kritickd hodnota
20,075—1,96, a ak je «=0,01, potom je kritickd hodnota 2 gg5—-2,576 a kriticka
hodnota zp g95=2,576.

Predpokladajme, Ze mame ina situaciu, kedy na zéklade dvoch nahodnych
vyberovych stiborov chceme overit, ¢i je neznama stredné hodnota zakladného
siboru ;1; mensSia ako nezndma hodnota zékladného stboru j5. Potom testu-
jeme nulovu hypotézu, ktora hovori, Ze stredné hodnota zakladného suboru jiq
je rovna alebo viacsia ako stredna hodnota zakladného siboru 15 a alternativna
hypotéza hovori, Ze je mensia ako s5. Nulovi a alternativnu hypotézu potom
zapiSseme nasledovne:

Hy: py > po alebo g —ps >0
Hy: i < po alebo g — e <0

Testovacou statistikou je Z Statistika dana vztahom ((10.13]). Kriticka oblast
W, a doplnkovu oblast 1/, uréime pomocou kritickych hodnét standardného
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normélneho rozdelenia N (0, 1) na zvolenej hladine vyznamnosti c.

Wy (—00;24)

W : (20 00) (10.15)

kde z, je kritickd hodnota Standardného normalneho rozdelenia na lavej strane
rozdelenia.

Ak je a=0,05, potom je kritickd hodnota 2 g5—-1,645, a ak je a=0,01, potom
je kritickd hodnota zg ;—-2,326.

Obdobne predpokladajme, ze mame situaciu, kedy na zaklade dvoch na-
hodnych vyberovych stiborov chceme overit, ¢i je neznama stredné hodnota
zakladného stiboru 1 vacsia ako neznama stredna hodnota zakladného siiboru
(2. Potom testujeme nulovt hypotézu, ktora hovori, ze stredna hodnota zéklad-
ného stuboru /11 je rovnéa alebo mensia ako stredné hodnota zakladného suboru
1o a alternativna hypotéza hovori, Ze je vécsia ako 5. Nulova a alternativnu
hypotézu potom zapiSseme nasledovne:

Hy: pp < pg alebo pp —ps <0
Hy: 1 > po alebo pg — o >0

Testovacia Statistika sa nemeni, pouzivame pre dané podmienky opét 7 Sta-
tistiku danu vztahom . Kriticka oblast W, a doplnkovu oblast W ur-
¢ime pomocou kritickych hodnét standardného normélneho rozdelenia N (0, 1)
na zvolenej hladine vyznamnosti «.

Wy (21-a;00)

Wo: (—00:i21 a) (10.16)

kde z; . je kritickd hodnota Standardného normalneho rozdelenia na pravej
strane rozdelenia.

Ak je a=0,05, potom je kritickd hodnota 2 951,645, a ak je a=0,01, potom
je kritickd hodnota zp g9—2,326.

10.1.2.2 Rozptyly zakladnych stborov nie st zname a vyberové sibory sa velké

Predpokladajme, Ze méme ndhodné veliciny X; a Xy, ktorych rozptyly zéklad-
ného stboru o7 a o3 nie st zname. Na zaklade dvoch nahodnych vyberovych
stuborov, ktoré su oba dostatocne velké (>30), chceme overit, ¢i sa neznama
stredna hodnota zakladného suboru si; rovna alebo nerovna neznamej stred-
nej hodnote zakladného suboru 5. Potom testujeme nulovi hypotézu, ktora

hovori, Ze stredné hodnota zakladného stboru si; sa rovna strednej hodnote
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zakladného suboru 5. Alternativou bude, Ze sa tieto dve stredné hodnoty ne-
rovnaju. Nulovi a alternativnu hypotézu potom zapiseme nasledovne:

Hy: 1= po alebo py — e =0
Hy: py # pa alebo py —pg # 0

Testovacou Statistikou je 7/ Statistika standardného normalneho rozdelenia:

X, - X
Z =12 (10.17)
5.5
ni Nno

so Standardnym norméalnym rozdelenim pravdepodobnosti N (0, 1), kde s7 a s3
st rozptyly prvého, resp. druhého vyberového stiboru.

Kriticka oblast W/, uréime pomocou kritickych hodnot standardného nor-
mélneho rozdelenia N (0, 1) na zvolenej hladine vyznamnosti .

W, (—OO; Za/2> U <Zlfoz/2; OO)

10.18
Wy : (Za/2; “l-a/2 ( )

kde z,/» je kritickd hodnota Standardného normélneho rozdelenia na lave;
strane rozdelenia a z;_,/, je kritickd hodnota Standardného normalneho roz-
delenia na pravej strane rozdelenia.

Ak je a=0,05, potom je kritickd hodnota zpg25—1,96 a kritickd hodnota
20,075—1,96, a ak je «=0,01, potom je kritickd hodnota 2 gg5—-2,576 a kriticka
hodnota 20’995:2,576.

V pripade, ak na zaklade dvoch nahodnych vyberovych suborov chceme ove-
rit, ¢i je neznama stredna hodnota zakladného stboru j1; mensia ako neznama
stredna hodnota zékladného stboru 9, potom hypotézy st:

Ho: Mlzug alebo ,lLl—,LLQZO
Hyi: pp < pg alebo pp —pe <0

Testovacou Statistikou je Z statistika dané vztahom ((10.17]), a pre kriticku
oblast 1/, a doplnkovi oblast 1V, plati:

Wy (—00;24)

Wo : (2a;00) (10.19)

kde z, je kritickd hodnota Standardného normalneho rozdelenia na lavej strane
rozdelenia.

Ak je a=0,05, potom je kritickd hodnota 2z g5—-1,645, a ak je a—0,01, potom
je kritickd hodnota zg g;—-2,326.
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Analogicky, ak chceme overit, ¢ je neznama strednd hodnota zékladného
siboru 1 vacsia ako neznama stredna hodnota zakladného suboru p, potom
st hypotézy:

Hy: 1 < po alebo g — e <0
Hy: py > po alebo pg — e >0

Testovacia Statistika sa nemeni, pouzivame pre dané podmienky opét 7 Sta-
tistiku dantu vztahom ((10.17)) a pre kriticka oblast 11/, a doplnkovu oblast 11
plati:

Wy (21-4;00)

Wo: (—00:21 a) (10.20)

kde z; , je kritickd hodnota standardného normalneho rozdelenia na pravej
strane rozdelenia.

Ak je a=0,05, potom je kritickd hodnota zp95—1,645, a ak je a=0,01, potom
je kritickd hodnota zp g9—2,326.

10.1.2.3 Rozptyly zakladnych siborov nie st zname, ale predpokladame, zZe s
rovnaké a vyberové stbory st malé

Predpokladajme, Ze méame ndhodné veliciny X; a Xy, ktorych rozptyly zéklad-

ného stboru o7 a o3 nie st zndme, ale predpokladame, Ze st rovnaké, t. j.

0?2 = 03. Na zdklade dvoch nahodnych vyberovych stiborov, z ktorych je aspoii
jeden maly (< 30), chceme overit, ¢i sa neznama stredné hodnota zakladného
siboru 11 rovna alebo nerovna neznamej strednej hodnote zakladného suboru
(1o. Potom testujeme nulovt hypotézu, ktora hovori, ze stredna hodnota zéklad-
ného stiboru i1 sa rovné strednej hodnote zédkladného siboru j5. Alternativou
bude, Ze sa tieto dve stredné hodnoty nerovnaji. Nulovi a alternativnu hypo-

tézu potom zapiSeme nasledovne:

H()Z M1 = o alebo ,ul—,u2=0
Hy: opy # pe alebo py — po # 0

Testovacou Statistikou je 7' Statistika Studentovho ¢ rozdelenia:

X —X
7=l 22 (10.21)
T 1

ny N2
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kde S 5 predstavuje zdruzeny vyberovy rozptyl, ktory vypocitame podla vztahu:

—1)s? — 1) s2
ny + ng — 2

z rozptylov s7 a s3 a velkosti 11 a no vyberovych stiborov.
Kritickd oblast 1V, uréime pomocou kritickych hodnot Studentovho ¢ rozde-
lenia na zvolenej hladine vyznamnosti o a s po¢tom stupiov volnosti 7,1y —2.

Wa : (_OO) ta/27n1+n2—2> U <t1—0¢/2,n1+n2—2; OO) (10 23)
Wy : ba/2,n1+np—25 tl—a/?,n1+n2—2)

kde 7,9, 1n,—2 je kritickd hodnota Studentovho ¢ rozdelenia na lavej strane
rozdelenia a 1, /2, 1,2 je kritickd hodnota Studentovho ¢ rozdelenia na pra-
vej strane rozdelenia.

Ak je «=0,05 a pocet stupnov volnosti napriklad 19, potom je kriticka hod-
nota t07025719:—27093 a kritickd hodnota t()’975,19:2,093.

V pripade, ak na zaklade dvoch nahodnych vyberovych siiborov chceme ove-
rit, ¢i je neznama stredna hodnota zakladného stiboru ;41 mensia ako neznama
strednd hodnota zakladného stboru jo, potom hypotézy si:

Hy: 1 > po alebo pg — e >0
Hy: pp < pg alebo pp —pg <0

Testovacou Statistikou je 1" Statistika danéd vztahom ((10.22), a pre kriticki
oblast 1., a doplnkovii oblast 1V, plati:

Wt (—o0; ta,n1+n2—2>

10.24
WO : (ta,nﬁrngf?; OO) ( )

kde t. ., 40,2 je kritickd hodnota Studentovho t rozdelenia na lavej strane
rozdelenia.

Ak je «=0,05 a pocet stupnov volnosti napriklad 19, potom je kriticka hod-
nota 9,0519—1,729, a ak je a=0,01, potom je kritickd hodnota tg 01,19—-2,539.

Analogicky, ak chceme overit, ¢ je neznama stredni hodnota zékladného
siboru s, vacsia ako neznama stredna hodnota zakladného suboru po, potom
st hypotézy:

Hy: 1 < o alebo g — e <0
Hy: py > po alebo pg — pe >0
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Testovacia Statistika sa nemeni, pouzivame pre dané podmienky opat 7' Sta-
tistiku dana vztahom a pre kriticka oblast W, a doplnkovu oblast 11/,
plati:

Wa : <t1—a,n1—|—n2—2; OO)

WO : (_OO; tlfa,n1+n272)
kde #1140, je kritickd hodnota Studentovho ¢ rozdelenia na pravej strane
rozdelenia.

(10.25)

Ak je «=0,05 a pocet stupnov volnosti napriklad 19, potom je kritickd hod-
nota tp9519—1,729, a ak je a—=0,01, potom je kritickd hodnota ¢p 9919—2,539.

10.1.2.4 Rozptyly zakladnych stborov nie st zname, nie st rovnaké a vyberové
subory st malé

Predpokladajme, ze mame dve nezavislé ndhodné veliciny X; a Xy, ktorych
rozptyly zakladného stiboru of a o3 nie st znadme, a nie st rovnaké (nezavislé
sibory hodnot), t. j. o7 # o3. Na zaklade dvoch nezavislych ndhodnych vy-
berovych stborov, z ktorych je aspon jeden maly (< 30), chceme overit, ¢i sa
neznama stredna hodnota zakladného stiboru ji; rovné alebo nerovna nezna-
mej strednej hodnote zakladného stboru 5. Potom testujeme nulovi hypotézu,
ktora hovori, Ze stredna hodnota zakladného suboru 1/, sa rovné strednej hod-
note zédkladného suboru j5. Alternativou bude, Ze sa tieto dve stredné hodnoty

nerovnaju. Nulovi a alternativnu hypotézu potom zapiseme nasledovne:
Hy: p1 = po alebo py — e =0
Hy: py # pa alebo py — pg # 0
Testovacou statistikou je 7' statistika Studentovho ¢ rozdelenia:
X1 - X,

T= == (10.26)
s 5
n1 no

kde s? a s3 st rozptyly dvoch nezavislych vyberovych stborov s velkostu ny,
resp. ns.

Kriticka oblast 17/, uréime pomocou kritickych hodnot Studentovho ¢ roz-
delenia, ktoré na zvolenej hladine vyznamnosti o vypocitame podla vztahu:

2

2
51 52
tozn - tan -
) 1n1 + ) 2n2
ta L (10.27)
51, 52
i + i
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kde t,,, je kritickd hodnota Studentovho t rozdelenia pre hladant hodnotu
« a pocet stupiov volnosti n; — 1 a ¢, je kritickd hodnota Studentovho ¢
rozdelenia pre hladant hodnotu « a pocet stupiiov volnosti no — 1.

Pre kritickt oblast 1/, a doplnkovii oblast 17, potom plati:

W, : (—OO, toz/2> U <t1—a/2; OO)
Wo: (ta2iti—as)

kde ¢, /5 je kritickd hodnota Studentovho ¢ rozdelenia na lavej strane rozdelenia
vypocitana podla vztahu ((10.27) a #,_,/, je kritickd hodnota Studentovho ¢
rozdelenia na pravej strane rozdelenia vypocitana podla vztahu ((10.27)).

(10.28)

V pripade, ak na zéklade dvoch nezavislych ndhodnych vyberovych stborov
chceme overit, ¢i je nezndma strednéd hodnota zakladného suboru j; mensia
ako neznama stredna hodnota zakladného suboru /5, potom hypotézy su:

Ho: Mlzug alebo ,ul—,uQZO
Hy: i < po alebo pg — e <0

Testovacou Statistikou je 7" statistika dané vztahom ([10.26]), a pre kriticka
oblast 1., a doplnkovii oblast 1V, plati:

Wy (—00;ts)

Wo: (fa:o0) (10.29)

kde 7, je kritickd hodnota Studentovho ¢ rozdelenia na lavej strane rozdelenia
vypocitana podla vztahu ((10.27)).

Analogicky, ak chceme overit, ¢ je neznama stredné hodnota zékladného
siboru 11 vacsia ako neznama stredna hodnota zakladného stboru 0, potom
st hypotézy:

Hy: 1 < o alebo g — e <0
H M1 > o alebo ,ul—,u2>0

Testovacia Statistika sa nemeni, pouzivame pre dané podmienky opét 1" Sta-
tistiku danu vztahom ([10.26]) a pre kriticku oblast W, a doplnkovu oblast 11
plati:

Wy (t1_q;00)

Wo: (—00iti_a) (10.30)

kde 1 je kritickd hodnota Studentovho ¢ rozdelenia na pravej strane rozde-
lenia vypocitana podla vztahu ((10.27)).
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10.1.3 Test hypotézy o zhode dvoch strednych hodnét zavislych
stuborov

V predchadzajucej kapitole sme si priblizili niektoré moznosti porovnavania
strednych hodnét dvoch zakladnych stiborov, pricom sme predpokladali, Ze si-
bory st nezavislé. V medicinskych tlohach sa vSak ¢asto stretavame aj s po-
trebou porovnéavania zavislych siiborov, napriklad pri hodnoteni i¢inku posky-
tovanej liecby, kedy pozorujeme hodnoty pacientov pred liecbou a po liecbe.
Test hypotézy vyuzivajici navzajom sivisiace pozorovania oznacujeme aj ako
parovy test, pripadne test parovych porovnani. Zmyslom parovych testov je
zabezpecit ziskanie vzoriek, z ktorych by bolo mozné pozorovat vplyv skuma-
nej veli¢iny alebo veli¢in, a pripadne minimalizovat vonkajsie vplyvy, ktoré so
skiimanou veli¢inou nemusia suvisiet.

Predpokladajme, ze mame vyberovy subor statistickych jednotiek, u ktorych
pozorujeme nahodné veliciny X; a Xs. Realizdciou veli¢iny X je stibor hodnot
11, T12, - - -, T, a realizaciou veli¢iny Xy je subor hodnot xo1, x99, ..., 9, t. J.
od kazdej Statistickej jednotky (napriklad pacient) sme ziskali dve hodnoty (na-
priklad pred liecbou a po lie¢be). Oba stbory hodnét teda musia byt rovnako
velké. Namiesto vykonavania analyzy s jednotlivymi pozorovaniami a porov-
navania strednej hodnoty ;1 prvého zakladného suboru so strednou hodnotou
1o druhého zakladného suboru, pouzijeme ako pozorovanu veli¢inu mnozinu n
rozdielov medzi parmi pozorovani a vykoname takzvany parovy t-test.

Potom testujeme nulovi hypotézu, ktord hovori, ze stredné hodnota paro-
vych rozdielov zakladného suboru 1ip je rovna nule (medzi parmi pozorovani
nie su rozdiely). Alternativou bude, Ze sa stredné hodnota rozdielov nerovna
nule. Nulovi a alternativnu hypotézu potom zapiSseme nasledovne:

H()I MDZO
Hy: pp#0

kde pup = p1 — po.
Testovacou Statistikou je 7" statistika Studentovho t rozdelenia s n — 1 stup-
nami volnosti:

T (10.31)

D
"5
NG

kde D je aritmeticky priemer rozdielov, Sp je smerodajna odchylka rozdielov
a n je pocet rozdielov parového pozorovania.
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Kritickd oblast 1V, uréime pomocou kritickych hodnot Studentovho ¢ rozde-
lenia pre zvolenu hladinu vyznamnosti v a n — 1 stupnov volnosti. Pre kriticka
oblast 1., a doplnkovii oblast 1/, potom plati:

W, : (—OO; toz/Z,n—1> U <t1—a/2,n—1; OO)

10.32
Wy : (ta/z,n—ﬁ tl—a/2,n*1) ( )

kde 7,,/2,—1 je kritickd hodnota Studentovho ¢ rozdelenia na lavej strane rozde-
lenia a t1_,/2,1 je kritickd hodnota Studentovho ¢ rozdelenia na pravej strane
rozdelenia.

Ak je «=0,05 a pocet stupnov volnosti napriklad 12, potom je kritickd hod-
nota g g25,12—-2,179 a kritickd hodnota tg 975 12=2,179. Ak je «=0,01, potom je
kritickd hodnota t0’005712:-3,055 a kritickd hodnota t07995,12:3,055.

V pripade, ak na zaklade parovych rozdielov chceme overit, ¢i je neznama
stredn& hodnota rozdielov zédkladného siboru ;1p mensia ako nula, potom hy-

potézy su:
Hy: pp=>0
Hi - np < 0

Testovacou Statistikou je 1" Statistika dané vztahom ((10.31)), a pre kriticki
oblast 1., a doplnkovii oblast 1V, plati:

Wa : (_OO; ta,n—1>

10.33
Wo: (tan—1;00) ( )

kde t,,,—1 je kritickda hodnota Studentovho ¢ rozdelenia na lavej strane rozde-
lenia.

Ak je «=0,05 a pocet stupnov volnosti napriklad 12, potom je kriticka hod-
nota g 05,121,782, a ak je «=0,01, potom je kriticka hodnota ¢ gg512—2,681.

Analogicky, ak chceme na zéklade parovych rozdielov overit, ¢i je neznama
stredna hodnota rozdielov zédkladného stiboru pp vacsia ako nula, potom st
hypotézy:

Hy: pp <0
H1 : MD >0

Testovacia Statistika sa nemeni, pouzivame pre dané podmienky opét 7" sta-
tistiku danu vztahom ((10.31)) a pre kriticku oblast W, a doplnkova oblast 11
plati:

Wa . <t1—a7n—1; OO)

10.34
Wo (_OO; tl—a,n—l) ( )
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kde t1 ., 1 je kritickd hodnota Studentovho t rozdelenia na pravej strane roz-
delenia.

Ak je a=0,05 a pocet stupnov volnosti napriklad 12, potom je kritickd hod-
nota .95 12=1,782, a ak je a=0,01, potom je kritickda hodnota ¢ gg512=2,681.

10.2 Testy hypotéz o rozptyloch

10.2.1 Test hypotézy o rozptyle zakladného saboru

Predpokladajme, ze méme nahodny vyberovy subor X, ktorého hodnoty st
xr1,To, ..., T,, a su vyberom zo zakladného stiboru s normalnym rozdelenim
N (,u, 02). Na zéklade nahodného vyberového siboru chceme overit, ¢i sa ne-
zndma hodnota rozptylu zakladného siboru ¢? rovné alebo nerovné znamej
hodnote rozptylu 3. Potom testujeme nulovii hypotézu, ktora hovori, 7e rozp-
tyl zakladného siboru o sa rovna tejto konstante of. Alternativou bude, Ze sa

tejto konstante of nerovna. Nulovi a alternativnu hypotézu potom zapiSeme

nasledovne:
S
Hy: o0° =o0j
.2 2
H,: o° # 0§

Testovacou Statistikou bude y? §tatistika s n — 1 stupiiami volnosti a s y?
rozdelenim pravdepodobnosti:
n—1)52
X = % (10.35)
90
Kritickii oblast W, do ktorej, ak spadne hodnota testovacej Statistiky v,
tak zamietame nulova hypotézu Hj, a doplnkovi oblast 1/, do ktorej, ak
spadne hodnota testovacej Statistiky v?, tak nezamietame nulovi hypotézu Hy,
uréime pomocou kritickych hodnot y? rozdelenia na zvolenej hladine vyznam-
nosti o a s po¢tom stupnov volnosti n — 1.

Wt (053 j2(n — 1)> U <x?_a/z(n - 1); OO>

2 / (10.36)
WO : Xa/Z(n T 1)7 Xl—a/Z(n o 1)

kde x? /Q(n — 1) je kritickd hodnota x? rozdelenia na lavej strane rozdelenia
a Xf,a /2(77, — 1) je kriticka hodnota x? rozdelenia na pravej strane rozdelenia.

Ak je a=0,05 a pocet stupnov volnosti napriklad 10, potom je kriticka hod-
nota X g25(10)=3,247 a kriticka hodnota x§ g75(10)=20,483.
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0,025

0 3,247 20,483 %2(10)

Obr. 10.4: Oblasti prijatia alebo neprijatia nulovej hypotézy obojstranného x? testu na hla-
dine vyznamnosti 0,05 a s poétom stupnov volnosti 10.

Oblasti pre rozhodnutie o prijati alebo neprijati nulovej hypotézy Hy mozeme
znazornit graficky, napriklad tak ako je to na obrazku [10.4]

Predpokladajme, Ze mame inu situaciu, kedy na zaklade nahodného vybero-
vého stiboru chceme overit, ¢i je nezndma hodnota rozptylu zakladného stiboru
o mengia ako znama hodnota of. Potom testujeme nuloviit hypotézu, ktora
hovori, 7e rozptyl zékladného siboru o je rovny alebo vicsi ako of a alter-
nativna hypotéza hovori, Ze je mensi ako of. Nulovii a alternativnu hypotézu

potom zapiSeme nasledovne:

. 2 2
Hy: o > oj
.2 2
Hy: o0* < oj

Testovacou Statistikou je opit \? Statistika dana vztahom (10.35)). Kriticki
oblast W, a doplnkovii oblast 1/, uréime pomocou kritickych hodnot y? roz-
delenia na zvolenej hladine vyznamnosti v a s po¢tom stupnov volnosti n — 1.

W o (0;x2(n —1))
Wo: (2(n—1);00) (10.37)

kde x?(n — 1) je kriticka hodnota x? rozdelenia na lavej strane rozdelenia.
Ak je a=0,05 a pocet stupnov volnosti napriklad 10, potom je kriticka hod-
nota X%705(10):3,94O. Oblasti pre rozhodnutie o prijati alebo neprijati nulovej
hypotézy H, moézeme taktiez znazornit graficky, napriklad tak ako je to na
obréazku 105
Obdobne predpokladajme, ze mame situaciu, kedy na zaklade nahodného

vyberového stiboru checeme overit, & je neznamy rozptyl zakladného stiboru o2
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Hq Hy

(1-—a)=0,95

a=0,05

0 3,940 x*(10)

Obr. 10.5: Oblasti prijatia alebo neprijatia nulovej hypotézy lavostranného x? testu na hla-
dine vyznamnosti 0,05 a s po¢tom stupnov volnosti 10.

vacst ako znama hodnota rozptylu . Potom testujeme nulovii hypotézu, ktord
hovori, Ze rozptyl zédkladného stiboru ¢ je rovny alebo mensi ako o7 a alter-
nativna hypotéza hovori, Ze je viicsi ako of. Nulovil a alternativnu hypotézu
potom zapiSeme nasledovne:

Hy: o< o}

Hy: o%> o}

Testovacia Statistika sa nemeni, pouzivame pre dané podmienky opat >

Statistiku dant vztahom ((10.35]).

Kriticka oblast W, a doplnkovt oblast 1/, uréime pomocou kritickych hod-
not y? rozdelenia na hladine vyznamnosti @ a s po¢tom stupiiov volnosti n — 1.

HO HI
1-a)=0,95
a=0,05
0 18,307 x2(10)

Obr. 10.6: Oblasti prijatia alebo neprijatia nulovej hypotézy pravostranného y? testu na
hladine vyznamnosti 0,05 a s po¢tom stupnov volnosti 10.

Wa : <X%—a(n - 1)7 OO)
Wo: (0;x3_a(n—1)) (10-38)
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kde 7 (n — 1) je kritickd hodnota x? rozdelenia na pravej strane rozdelenia.

Ak je «=0,05 a pocet stupnov volnosti napriklad 10, potom je kritickd hod-
nota X%795:18,307. Oblasti pre rozhodnutie o prijati alebo neprijati nulovej
hypotézy H, mobzeme taktiez znézornit graficky, napriklad tak ako je to na

obrazku [10.6

10.2.2 Test hypotézy o zhode rozptylov dvoch zakladnych saborov

V pripadoch testovania hypotéz o strednych hodnotéach, napriklad aj tych, ktoré
boli uvedené v predchadzajicich kapitolach, sa objavuju predpoklady o zhode
rozptylov zakladnych suborov. Ak rozptyly zédkladnych stiborov nie st zname,
potom je mozné tento predpoklad overit porovnanim rozptylov vyberovych si-
borov ziskanych zo zakladnych suborov.

Predpokladajme, Ze méame dva nezavislé vyberové subory X; a X5 s rozsa-
hom 7, a ns, ktoré st nahodnym vyberom zo zakladnych siborov s normélnym
rozdelenim N (ul,af), resp. NV (Mg,ag), pricom rozptyly zakladnych stiborov
o2 a 02 nepozname. TaktieZ predpokladajme, Ze na zaklade ndhodnych vybero-
vych siborov chceme overit, ¢i existuje rozdiel medzi rozptylom prvého a rozp-
tylom druhého zékladného suboru. Napriklad, ak st priemerné hodnoty dvoch
siborov rovnaké, a chceme vediet, v ktorom stubore sa hodnoty viac menia.

Potom, testovanie tykajuce sa porovnania dvoch rozptylov zédkladného su-
boru je zvycajne zaloZené na zistovani pomeru tychto rozptylov. Preto, ked
testujeme hypotézu, ze rozptyly dvoch zakladnych stuborov st rovnaké, v sku-
toc¢nosti testujeme hypotézu, Ze ich pomer je rovny 1. Sformulujme teda nulovi
a alternativnu hypotézu nasledovne:

. 2 . 2

Hy: o} # 03

Testovacou Statistikou na overenie nulovej hypotézy bude F statistika s Fis-
herovym rozdelenim pravdepodobnosti a s n; — 1 a no — 1 stupniami volnosti :

_ S

==L
S3

(10.39)

kde ako realizdciu vyberového rozdelenia pouZzijeme rozptyly s7 a s3 vypodi-
tané z individualnych vyberovych siuborov. Do citatela testovacej Statistiky £
umiestiujeme vacsiu hodnotu rozptylu a do menovatela ti mensiu. Vysledna
hodnota tak bude vzdy vicsia alebo nanajvys rovné jednej (ako pravostranny
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test). Cim viac sa tento pomer bude odchylovat od 1, tym silnejsi bude dokaz
o nerovnosti rozptylov zakladnych stiborov.

Kriticka oblast W, do ktorej ak spadne hodnota testovacej statistiky /', tak
zamietame nulova hypotézu H, a doplnkovi oblast 1/, do ktorej ak spadne
hodnota testovacej Statistiky /', tak nezamietame nulovi hypotézu H, uréime
pomocou kritickych hodnot F' rozdelenia na zvolenej hladine vyznamnosti o
a s poc¢tom stupnov volnosti n; — 1 a ny — 1.

W, : (0; Foa(ng —1,ng — 1)> U <F1_a/2(n1 —1,ny—1); oo)

10.40
Wo: (Fajp(ni —1,ne — 1); Fi_g/a(n1 — 1,ns — 1)) ( )

kde F,/2(ny — 1,no — 1) je kritickd hodnota F' rozdelenia na lavej strane roz-
delenia a Fy_,/5(n1 — 1,n5 — 1) je kritickd hodnota F' rozdelenia na pravej
strane rozdelenia. Prakticky porovnavame vysledok testovacej statistiky /' vzdy
s kritickou hodnotou na pravej strane, kedze do ¢itatela sme umiestnili vacsiu
z porovnavanych hodnot rozptylov.

Ak je a=0,05 a pocet stupnov volnosti napriklad 40 a 20, potom je kriticka
hodnota Fj 025(40, 20)=0,484 a kritickd hodnota Fp ¢75(40, 20)=2,287.

Oblasti pre rozhodnutie o prijati alebo neprijati nulovej hypotézy Hy mozeme
znazornit graficky, napriklad tak ako je to na obrazku [10.7]

Hy Hy H,q

a

3= 0,025
(1-a)=0,95
% _ 0,025
Z - ’
0 0,484 2,287 F(40,20)

Obr. 10.7: Oblasti prijatia alebo neprijatia nulovej hypotézy obojstranného F' testu na hla-
dine vyznamnosti 0,05 a s po¢tom stupiiov volnosti 40 a 20.

Predpokladajme, Ze mame inta situaciu, kedy na zéklade dvoch nahodnych
vyberovych stiborov chceme overit, ¢i je neznama hodnota rozptylu zakladného
stiboru o7 mengia ako nezndma hodnota rozptylu zakladného siboru 3. Potom

nulovi a alternativnu hypotézu zapiseme nasledovne:

Hy: 0% > o3
H O'%<O'%
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Testovacou Statistikou je F' Statistika danéd vztahom ((10.39)) a kritickt oblast
W, a doplnkovi oblast 11y uréime pomocou kritickych hodnoét F' rozdelenia na
zvolenej hladine vyznamnosti o a s po¢tom stupnov volnosti n; — 1 a ny — 1.

Wy (0; Fy(ng —1,ng — 1))

Wy: (Fa(ny—1,n9 —1);00) (10.41)

kde F,,(ny—1,ns—1) je kritickd hodnota F' rozdelenia na lavej strane rozdelenia.
Ak je a=0,05 a pocet stupnov volnosti napriklad 40 a 10, potom je kriticka
hodnota Fj 05(40,20)=0,544.
Obdobne predpokladajme, zZe méame situaciu, kedy na zaklade dvoch na-
hodnych vyberovych siborov chceme overit, ¢i je neznamy rozptyl zakladného
siiboru o? vicsl ako neznamy rozptyl zdkladného stiboru o3. Potom nulovii

a alternativnu hypotézu zapiSeme nasledovne:

Hy: o2 <032
H O'%>O'%

Testovacia Statistika sa nemeni, pouzivame pre dané podmienky opét /' Sta-
tistiku dant vztahom ({10.39)).

Kriticka oblast W, a doplnkovt oblast 1/, uréime pomocou kritickych hod-
not F rozdelenia na hladine vyznamnosti o a s po¢tom stupinov volnosti n; — 1
a 9 — 1.

Wa . <F1_a(n1 - 1,712 — 1), OO)

10.42
Wy: (0;F1_o(ny—1,ny— 1)) ( )

kde /i . /o(n1 — 1,n9 — 1) je kritickd hodnota F' rozdelenia na pravej strane
rozdelenia.

10.3 Analyza rozptylu (ANOVA)

Analyza rozptylu (analysis of variance), predstavuje metodu rozdelenia cel-
kového rozptylu vypocitaného zo siboru tdajov na zlozky, z ktorych kazda
predstavuje mnozstvo celkového rozptylu, ktory mozno pripisat konkrétnemu
zdroju variacie. Vysledky takéhoto rozdelenia je potom mozné pouzit na odhad
a testovanie hypotéz o rozptyloch a strednych hodnotach zakladnych suborov.
Najcastejsie sa v ramci metod analyzy rozptylu zameriavame na testovanie hy-
potéz o strednych hodnotéach, ak mame viac ako dva zakladné stiibory alebo dve
a viac nahodnych veli¢in, pricom tieto metody su ¢asto aplikované v medicin-
skych studiach a experimentoch.
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Analyza rozptylu st spolocne s linearnou regresiou najbeznejsie pouzivané
analytické nastroje, ktorych koncepénym zakladom su Statistické modely po-
skytujuce uzitoéné reprezentécie vztahov medzi viacerymi veli¢inami sicasne.
étatisticky model pritom chapeme ako matematické vyjadrenie vztahov me-
dzi velicinami. Napriklad, statisticky model mdzeme pouzit na opis toho, ako
nahodné veli¢iny navzajom sivisia v kontexte, v ktorom moze byt hodnota jed-
nej vyslednej velic¢iny, modelovana ako funkcia jednej alebo viacerych vonkaj-
sich veli¢in. Tymto spésobom nas zaujima, do akej miery variabilitu vysledkov
mozno vysvetlit nahodnymi veli¢cinami, ktoré boli pozorované alebo kontrolo-
vané v ramci realizécie experimentu.

Predpokladmi pre pouzitie analyzy rozptylu budu, Ze chceme overit zhodu,
resp. porovnat stredné hodnoty viacerych zékladnych stiborov. Avsak, musime
si uvedomit, ze vieobecnymi podmienkami pre pouzitie metéd analyzy rozptylu
je, aby vSetky porovnavané vyberové siibory pochédzali zo zékladnych stborov
s normalnym rozdelenim, vyberové subory boli nezavislé a rozptyly vSetkych za-
kladnych suborov sa rovnali. V pripade, Ze porovnavané sibory nie st vyberom
z norméalneho rozdelenia, potom je mozné pouzit neparametrické alternativy
analyzy rozptylu.

Ako sme uz naznacili vyssie, analyzou rozptylu porovnavame stredné hod-
noty viac ako dvoch zakladnych stiborov, ktoré spravidla vzniknu rozdelenim
jedného zakladného stiboru podla hodndt nejakého faktora. Napriklad, sibor
pacientov, u ktorych sledujeme uc¢inok liecby, mozeme rozdelit podla faktora,
ktorym je typ podaného lieku (liek A, liek B, liek C atd.). Konkrétne lieky
st teda hodnoty, presnejsie irovne daného faktora. Takto mozeme overit, ¢i je
ucinok roéznych liekov porovnatelny:. Casto mozeme testovat, ¢i hodnota sledo-
vanej veli¢iny zavisi od trovni viacerych faktorov. Mohli by to byt vplyv lieku,
pohlavie pacientov, fajciar ¢i nefajciar a pod. Potom, v zavislosti od testovania
vplyv drovni jedného alebo viacerych faktorov na variabilitu hodnot analyzova-
nej veli¢iny hovorime o jednofaktorovej alebo o viacfaktorovej analyze rozptylu.

10.3.1 Jednofaktorova analyza rozptylu

Jednofaktorova analyza rozptylu reprezentuje najjednoduchsi pripad analyzy
rozptylu, kedy skiimame jeden zdroj variacie (zmien sledovanej veli¢iny). Vo
v8eobecnosti sa jednad o rozsirenie postupu t testu (vid napriklad kapitola
s dvoma nezavislymi vyberovymi sibormi na tri alebo viac vybe-
rovych suborov. Pri praktickej realizacii teda chceme pouzit jednofaktorovi
analyzu rozptylu na testovanie nulovej hypotézy, ze tri alebo viaceré metody
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lie¢by st rovnako téinné. Samotny vyskum je potom navrhnuty a realizovany
tak, ze pacientom je ndhodnym sposobom priradeny jeden zo sledovanych typov
liecby, ktoré su predmetom Stidie. Hodnoty ziskavané z jednotlivych vybero-

vych skupin takto postavenej randomizovanej studie by sme mohli zapisat do
tabulky, napriklad tak ako je to uvedené v tabulke [10.1]

Tabulka 10.1: Tabulka hodn6t nahodnych vyberovych stiborov.

Vyberovy sibor (lie¢ba)

1 2 3 e k

Z11 T21 x31 te Tkl

T12 X22 X32 s Tk2

T13 T23 X33 s Tk3

xlnl x2n2 x3n3 e xknk
S ni n2 ns3 ng k nj

uma T > X > T3 > Thi >0 T

i=1 i=1 i=1 i=1 j=1i=1
Priemer T To T3 . Tk T

To znamena, ze pozorovanu veli¢inu X mozeme sledovat u celkového poctu n
subjektov alebo objektov, rozdelenych do £ nahodnych nezavislych vyberovych
siborov zo zakladného stiboru, pricom plati, ze n = ny + n9 + ... + n;. Pre
kazdy vyberovy stibor vieme vypocita samostatne sumu aj priemernd hodnotu
sledovanej veli¢iny. Taktiez vieme vypocitat celkovi sumu aj celkovi priemernii
hodnotu zo vSetkych hodnot vo vsetkych skupinéch.

Testovat budeme nulova hypotézu, ktora predpoklada, ze vSetky stredné
hodnoty (priemery) st rovnaké, napriklad v roznych sledovanych lie¢bach nie
st rozdiely. Alternativnou hypotézou bude, Ze stredna hodnota aspon jedného
siboru nie je rovnaki. Potom nulovu a alternativnu hypotézu zapiseme:

Hy: mp=po=pu3s=...=pu; ,kde k> 2
Hj : nie v8etky p; st rovnaké

Prvym krokom pri vypocte testovacej statistiky jednofaktorovej analyzy
rozptylu je rozdelenie celkovej variability pritomnej v pozorovanych tudajoch
na jej zékladné zlozky, z ktorych kazda suvisi s identifikovatelnym zdrojom
(v nasom pripade vyberovym siborom). Pojem variabilita pouzivany v tomto
kontexte budeme vztahovat k sume druhych mocnin odchylok pozorovani od
ich priemernej hodnoty. Potm celkova variabilita bude predstavovat stucet dru-
hych mocnin odchylok jednotlivych pozorovani od celkového priemeru vSetkych
pozorovani a je vypocitana ako:
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SST =" (x; — ) (10.43)

Celkova variabilita vyberovych tdajov SST'" predstavuje stucet variability
v ramci skupin (vyberovych siborov), t. j. vnutrotroviiovej variability a varia-
bility medzi skupinami, t. j. medzituroviiovej variability.

Vnutrotroviova variabilitu uréime ako sucet vsetkych stactov stvorcovych
odchylok jednotlivych pozorovani od ich priemeru v ramci danej skupiny. Vy-
pocet vnutrouroviiovej variability vypoc¢itame podla vztahu:

kK nj
SSW => "3 (2 — ;)° (10.44)
j=1 i=1
Medzitroviiova variabilitu vypocitame tak, Ze pre kazda skupinu tdajov
vypocitame Stvorcovii odchylku priemeru skupiny od celkového priemeru a vy-
sledok vynéasobime velkostou danej skupiny. Potom tieto vysledky spocitame
a ziskame hodnotu medzitroviovej variability:

k
SSA =Y n;(z;—1)° (10.45)
j=1

7 vnutrouroviovej a medziiroviiovej variability je dalej mozné ziskat dva
odhady rozptylu zakladného stboru o2, ktoré st reprezentované priemernou
hodnotou danej variability. Ak platia predpoklady analyzy rozptylu uvedené
vysSie, potom vydelenim variability prislusnym pocétom stupnov volnosti zis-
kavame priemerné variability ako nezavislé a neskreslené odhady rozptylu. Pre
vnutroiroviiovi priemernt hodnotu variability bude platit vztah:

SSW

n—=k
kde 7 je pocet vietkych hodnot a k je pocet skupin (vyberovych stiborov), ktoré
st analyzované.

MSW =

(10.46)

Pre medzitroviiovi priemernt hodnotu variability plati vztah:
SSA
E—1

Ak st tieto dva odhady rozptylov (vnutrotroviovy a medzitroviiovy) pri-

MSA = (10.47)

blizne rovnaké, potom sa da ocakavat, ze bude platit nulova hypotéza. A na-
opak, ak bude medzitiroviiova stredna hodnota variability vacsia ako ta vnitro-
uroviiova, potom bude pravdepodobne platit alternativna hypotéza. Testovacou
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Statistikou analyzy rozptylu potom bude F' Statistika, ktord je pomerom me-
dzitroviiovej a vnutroiroviiovej priemernej hodnoty variability:
MSA
MSW

Po vypocitani testovacej Statistiky urcime kritickt hodnotu F' rozdelenia,
ktora rozhodne o zamietnuti alebo nezamietnuti nulovej hypotézy. Kriticka hod-

F= (10.48)

notu urcéime pre zvolenu hladinu vyznamnosti o a po¢ty stupnov volnosti medzi
skupinami (k— 1) a v rameci skupin (n — k). Ak bude vypo¢itana hodnota rovna
alebo vacsia ako kriticka hodnota, potom zamietame nulovii hypotézu. Ak bude
vypocitana hodnota mensia ako kritickd hodnota, potom nezamietame nulovi
hypotézu. Oblast zamietnutia H je teda definované takto:

F>F_olk—1n—k) (10.49)

Ak na zaklade testovacej Statistiky nezamietneme nulova hypotézu, zaverom
je, ze stredné hodnoty zakladného suboru sa navzajom vyrazne neliSia. Ak
zamietame nulovi hypotézu, potom zaverom je, Ze nie vSetky stredné hodnoty
zakladného stuboru st rovnake.

Zamietnutie nulovej hypotézy nam nic¢ nehovori o tom, ktoré stredné hodnoty
sa lisia. Preto vyvstava otazka, ktoré dvojice strednych hodndét st odlisné a ako
to overit? Je teda potrebné vykonat test vyznamnosti na kazdej jednej dvoj-
ici sledovanych vyberovych stiborov. Na tieto tcely sa v praxi bezne pouziva
niekol'ko viacnasobnych porovnévacich postupov. Medzi najcastejsie vyuzivané
patria Tukeyho test, Duncanov test ¢i Bonferroniho test.

10.3.1.1 Tukeyho test

Tukeyho postup viacnasobného porovnévania sa ¢asto pouziva na testovanie
nulovej hypotézy, ze vSetky mozné dvojice strednych hodndt vyberovych si-
borov (skupin) st rovnaké, za predpokladu, Ze st vSetky pozorované vyberové
subory rovnako velké.

Tukeyho test vyuziva jedini hodnotu, s ktorou st porovnavané vsetky roz-
diely v strednych hodnotéch dvojic vyberovych suborov. Tuto hodnotu vypo-
¢itame podla vztahu:

MSW

1

Tk = Gakn—k (10.50)

kde « je zvolen4 hladina vyznamnosti, & je pocet strednych hodnot, resp. pocet
skupin, 7 je celkovy pocet pozorovani v experimente (pocet vSetkych hodnot
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spolu), n; je pocet pozorovani v jednej skupine (vSetky skupiny st rovnako
velké), M SW je vnutrotroviiova priemerna hodnota variability analyzy rozp-
tylu (ANOVA) a ¢ je tabulkova hodnota percentilu pre dané o, n a n— k, ktoru
ziskame zo Statistickych tabuliek.

Potom vSetky absolitne hodnoty rozdielov medzi parmi strednych hodnoét
vyberovych stiborov porovnavame s hodnotou 7. kazdy rozdiel, ktory presahuje
hodnotu 7}, vyhodnocujeme ako vyznamny, t. j. konstatujeme, Ze vyznamny
je rozdiel medzi tymi dvoma vyberovymi stibormi, u ktorych rozdiel strednych
hodnot v absoltutnom vyjadreni prevysil hodnotu 77..

Predosly postup je pouzitelny pre rovnaké velkosti vyberovych suborov.
Ak je realizovany experiment, v ktorom je velkost jednotlivych vyberovych
siborov rézna, potom je mozné Tukeyho test upravit tak, aby tieto rozdiely
boli zohladnené. Rozsireny Tukeyho test, ktory umoziuje takého porovnévanie
oznacujeme aj ako Tukeyho-Kramerov test.

Hodnotu, s ktorou porovnavame rozdiely medzi strednymi hodnotami vybe-
rovych suborov potom vypocitavame podla vztahu:

MSW /1 1
T = Gopn — = 10.51
k= ok, k\/ 5 (m + nj) ( )

kde n; a n; st velkosti vyberovych stborov, ktoré porovnavame.

Aj tu plati, ze akdkolvek absolutna hodnota rozdielu medzi dvoma stred-
nymi hodnotami vyberovych siuborov, ktord je vicsia ako 7} je povazovana za
vyznamnu.

10.3.1.2 Duncanov test

Duncanov test je zalozeny na porovnavani rozdielov strednych hodnot jednot-
livych vyberovych stiborov s najmensim vyznamnym rozsahom.

Najmensi vyznamny rozsah pre podskupinu p priemerov vyberovych suborov
vypocitame podla vztahu:

MSW

n;

R,=mr, (10.52)
kde 7, je kritickd hodnota Duncanovho testu, ktora zavisi od stupfiov volnosti
n — k a poctu priemerov p v porovnavanej podskupine priemerov. Kritické
hodnoty potrebné pre jednotlivé porovnania najdeme v Statistickych tabul-
kach. M STV je vnatrouroviova priemerna hodnota variability analyzy rozptylu
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(ANOVA) a n; je velkost vyberovych stiborov (za predpokladu, Ze su rovnakeé.
Ak velkosti vzoriek nie st rovnaké, potom sa 7; nahradi harmonickym prieme-
rom velkosti vzoriek.

Porovnavanie vykonévame tak, ze vSetky stredné hodnoty vyberovych su-
borov usporiadame podla velkosti a porovnavanie zaciname medzi najvacsou
a najmensou strednou hodnotou. Rozsah (pocet) strednych hodnot p bude ozna-
¢ovat pocet vSetkych strednych hodnot od najviacsieho po najmensi (ak porov-
navame 7 vyberovych stiborov, potom pri takom porovnani bude p=7). Ak bude
rozdiel medzi najvacSsou a najmensSou strednou hodnotou vacsi ako najmensi
vyznamny rozsah R, (v tomto pripade Ry7), potom je rozdiel vyznamny a vy-
berové stibory, ktorym patria stredné hodnoty st odlisné. f)alej pokracujeme
v porovnavani medzi hodnotou druhého najvécsieho rozdielu strednych hodnoét
a stvisiacim najmensim vyznamnym rozsahom 7,. Opéat, ak bude tento roz-
diel vacsi, potom je vyznamny a aj tieto vyberové sibory, ktorym tieto stredné
hodnoty patria sa liSia. Takto sa pokracuje v porovnavani dalSich rozdielov
medzi strednymi hodnotami parov vyberovych stuborov s prislusnym najmen-
Sim vyznamnym rozsahom a identifikuje sa, ktoré rozdiely si, a ktoré nie st
vyznamne.

10.3.1.3 Bonferroniho test

Bonferroniho test, resp. Bonferroniho metoda, predstavuje dalsi velmi casto
pouzivany viacnasobny sposob porovnévania strednych hodnot vyberovych si-
borov. Rovnako ako pri inych metédach, napriklad Tukeyho teste, sa Bonfer-
roniho metoda snazi zachovat celkovi hladinu vyznamnosti o pre sicet vset-
kych parovych testov. Metoda vychadza z predpokladu, ze pravdepodobnost
vyskytu jednej alebo viacerych skupin udalosti (napriklad Ay, Ay atd.), ktoré
sa vyskytni, je mensia alebo rovna suc¢tu pravdepodobnosti. To znamené, ze
Bonferroniho nerovnost vyjadruje:

P(AjUAU...UA,) <Y P(A) (10.53)
=1

Ak takéto udalosti nie su disjunktné, potom sa ¢ast pravdepodobnosti pocita
dva alebo aj viackrat. V takomto pripade existuje vo vyssie uvedenom vztahu
nerovnost.

Pri Bonferroniho metéde teda jednoducho vydelime pozadovani hladinu vy-
znamnosti po¢tom jednotlivych parov, u ktorych testujeme zhodu ich strednych
hodnot. To znamené, Ze namiesto testovania na hladine vyznamnosti «, testu-
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jeme na hladine vyznamnosti «/k, kde & je pocet parovych porovnani. Stucet
vietkych ¢lenov a/k teda nemoze prekrocit stanoveni hodnotu .

Napriklad, ak méame tri vyberové sibory oznacené ako A;, Ay a As, potom
existuje k=3 parovych porovnani. SU to pia, = fta,, fha, = fha, & fha, = fa,. Ak
zvolime hladinu vyznamnosti a=0,05, potom by sme mali realizovat porovna-
nia a pouzit tzv. Bonferroniho korigovanu hladinu vyznamnosti /3 = 0,017,
Preto hodnota p nesmie byt vicsia ako 0,017, aby sme zamietli nulovi hypo-
tézu a dospeli k zaveru, ze sa dve stredné hodnoty liSia. Vacsina vypoctovych
aplikacii pouziva na porovnavanie strednych hodnot parov vyberovych siborov
prave Bonferroniho metodu.

10.3.2 Dvojfaktorova analyza rozptylu

Dvojfaktorova analyza rozptylu predstavuje sposob analyzy tdajov z nahod-
ného vyberu, kde jednotlivé pozorovania mozeme kategorizovat na zaklade
dvoch kritérii. Napriklad sledovanou veli¢inou moéze byt krvny tlak a klasi-
fikacné veliéiny typ liecby a pohlavie. Pozorované tdaje je mozné prehladne
usporiadat vo forme tabulky, napriklad tak ako je to uvedené v tabulke [10.2]

Tabulka 10.2: Tabul'ka hodnot nahodnych vyberovych stuborov kategorizoanych podla dvoch
kritérii.

Faktor 2
Faktor 1 .
1 2 3 e k Suma Priemer
1 k _
11 12 13 1k Z T 1.
i=1
9 k _
21 22 23 2k Z T9; 2.
i=1
3 k _
31 32 33 3k Z T3 3.
i=1
I k _
Tnyl Tny2 Tns3 e Tk Z Ty Xy,
i=1
S n1 n2 n3 ng k nj
tma 2T YTz )T "' DTk DTy
i=1 =1 =1 i=1 j=1i=1
Priemer T o T3 e Tk T,

Matematicky model pre realizdciu dvojfaktorovej analyzy rozptylu je mozné
zapisat v tvare:

Tij = p+ Bi+ 7 + €5 (10.54)
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pret=1,2,...,laj=12,... k. x;; je typickd hodnota zo zakladného st-
boru, , je neznama konStanta, [J; reprezentuje vplyv trovne ¢ faktora 1, 7;
reprezentuje vplyv drovne j faktora 2 a ¢;; je rezidualna zlozka reprezentu-
juca vsetky zdroje variability, ktoré nepochédzaju od faktora 1 a 2. Zaroven
predpokladame, ze plati:

k l
Yom=> =0 (10.55)
j=1 i=1

Nulové a alternativne hypotézy, ktoré je mozné testovat budu:

Hy: 7, =0, kde 7=12,...,k
Hy : nie vietky 7, = 0

a
Hy: B; =0, kde 1=1,2,...,1

Hy . nie vSetky 5, =0

a teda nulové hypotézy predpokladaji, ze vsetky tirovne faktora 1, resp. 2 maju
rovnaky vplyv.

Obdobne ako pri jednofaktorovej analyze rozptylu, aj tu je mozné zapisat,
ze celkova variabilita (sucet stvorcov odchylok od priemernej hodnoty) je rovnéa
stuctu troch zloziek, t. j. vnutroiroviovej variabilite faktora 1, vnutrouroviovej
variabilite faktora 2 a medzitiroviovej variabilite.

Vnitrouroviovi variabilitu faktora 1 uréime ako sucet vsetkych stuc¢tov stvor-
covych odchylok priemerov jednotlivych pozorovani v rameci drovni faktora 1 od
celkového priemeru. Vypocet vnutrouroviovej variability faktora 1 vypocitame
podla vztahu:

SSW1=> "> (& —z.) (10.56)

Vnitrouroviovi variabilitu faktora 2 uréime ako sucet vsetkych stctov stvor-
covych odchylok priemerov jednotlivych pozorovani v ramci trovni faktora 2 od
celkového priemeru. Vypocet vnutrotroviovej variability faktora 2 vypocitame
podla vztahu:

k l
SSW2=>"Y (a;-.) (10.57)
j=1 i=1
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Celkovu variabilitu vypocitame tak, ze pre vSetky hodnoty vypocitame stvor-
covu odchylku od celkového priemeru:

SST =" (w;—.)° (10.58)

Potom medzitroviovi variabilitu vypoc¢itame tak, ze od celkovej variability
odpocitame vnitroiroviové:

SSA = SST — SSW1— SSW?2 (10.59)

Jednotlivé zlozky celkovej variability potom mdzeme pouzit na odhad rozp-
tylov. Pre vnutroturoviovu priemernii hodnotu variability arovné faktora 1 bude
platit vztah:

SSW1

MSW1 =
SW 7

(10.60)

kde [ — 1 je pocet stupiiov volnosti turovni faktora 1.
Pre vnutrotroviiovi priemernt hodnotu variability trovné faktora 1 bude
platit vztah:

SSW?2

MSW2 = 10.61
1 (10.61)
kde k& — 1 je poc¢et stupnov volnosti trovni faktora 2.
Pre medzitiroviova priemerni hodnotu variability plati vztah:
SSA
MSA = (10.62)

(l—1)(k-1)

Pre vyhodnotenie vplyvu faktora 1 pouzijeme testovaciu statistiku /', ktora
je pomerom medzitroviovej a vnutrotroviovej priemernej hodnoty variability
faktora 1:

MSA
MSW1

Po vypocitani testovacej Statistiky urc¢ime kritickt hodnotu F' rozdelenia,
ktora rozhodne o zamietnuti alebo nezamietnuti nulovej hypotézy. Kriticku hod-
notu ur¢ime pre zvolend hladinu vyznamnosti « a pocéty stupniov volnosti medzi
urovhami faktora 1 (I — 1) a v ramci trovni oboch faktorov (I —1)(k —1). Ak
bude vypocitand hodnota rovné alebo vacsia ako kritickd hodnota, potom za-
mietame nulovi hypotézu. Ak bude vypocitana hodnota mensia ako kriticka

F= (10.63)
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hodnota, potom nezamietame nulovi hypotézu. Oblast zamietnutia pre vplyv
faktora 1 H| je teda definovana takto:

F>F_ol—1,0—-1)(k-1)) (10.64)

Ak na zaklade testovacej Statistiky nezamietneme nulovi hypotézu, zaverom
je, ze faktor 1 nemé vplyv na hodnoty pozorovanej veli¢iny. Ak zamietame nu-
lovii hypotézu, potom zaverom je, ze faktor 1 mé vplyv na hodnoty pozorovanej
veli¢iny:.

Pre vyhodnotenie vplyvu faktora 2 pouzijeme testovaciu statistiku /', ktora

je pomerom medzitiroviovej a vnutroiroviovej priemernej hodnoty variability
faktora 2:

MSA
MSW?2

Po vypocitani testovacej statistiky urcéime kritickt hodnotu F' rozdelenia,

F= (10.65)

ktora rozhodne o zamietnuti alebo nezamietnuti nulovej hypotézy. Kriticki hod-
notu uréime pre zvolenti hladinu vyznamnosti « a pocéty stupiiov volnosti medzi
urovhami faktora 2 (k — 1) a v rameci drovni oboch faktorov (I —1)(k —1). Ak
bude vypocitand hodnota rovna alebo vacsia ako kritickd hodnota, potom za-
mietame nulovi hypotézu. Ak bude vypocitana hodnota mensia ako kriticka
hodnota, potom nezamietame nulovii hypotézu. Oblast zamietnutia pre vplyv
faktora 2 H( je teda definovana takto:

F>Fok—1,0-1)(k-1)) (10.66)

Ak na zaklade testovacej Statistiky nezamietneme nulova hypotézu, zaverom
je, ze faktor 2 nema vplyv na hodnoty pozorovanej veli¢iny. Ak zamietame nu-
lovii hypotézu, potom zaverom je, ze faktor 2 mé vplyv na hodnoty pozorovanej
veli¢iny.

V pripade, Ze testovani hypotézu faktora 1 alebo faktora 2 zamietame, bu-
deme pokracujeme testovanim Statistickej vyznamnosti vplyvov faktora 1 alebo
2, napriklad Tukeyho, Duncanovym ¢i dalsimi post hoc testami.
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Kapitola 11

Neparametrické testy

V predchadzajucich kapitolach sme naznacili, Ze nie vzdy st splnené podmienky
a predpoklady o rozlozeni zakladného stiboru, a vtedy je potrebné pouzit iné
Statistické postupy. Takzvané neparametrické metdody poskytuja rieSenia, ako
analyzovat tdaje, ak si porusené zakladné predpoklady testov tradi¢nych hy-
potéz, alebo ak potrebujeme vykonat test bez vytvarania predpokladov o vy-
berovom stibore.

Kym v pripade parametrickych metdd boli postupy zamerané na odhad alebo
testovanie hypotézy o jednom alebo viacerych parametroch zakladného stboru,
pricom bolo potrebné poznat funkéni formu zakladného stiboru pre odvodenie
zaveru, u neparametrickych postupov sa bud nezameriavame na parametre za-
kladného suboru, alebo tieto postupy nezavisia od znalosti o vyberovom stibore
zo zakladného suboru.

Neparametrické metody sStatistiky teda umoznuja testovanie hypotéz, ktoré
nie st tvrdeniami o hodnotach parametrov zakladného stiboru (niektoré z 2
testov dobrej zhody a testy nezavislosti su prikladmi testov, ktoré maju tuto
vlastnost). Neparametrické testy je mozné pouzit, ak forma vyberového stuboru
zakladného suboru nie je znama, pricom samotné neparametrické procediry
byvaju vypoctovo jednoduchsie a nasledne rychlejsie aplikované. Cas by vsak
nemal byt ur¢ujicim kritériom pre vyber neparametrického testu. Navyse, sa-
motnu realizaciu vypoctov vykonavame pomocou réznych vypoctovych néastro-
jov, kedy tvahy o rychlosti vypoc¢tu maju byt nahradené znalostami o roznych
metodach a vyberom tej spravnej metody na odvodenie zdverov o pozorova-
nych tdajoch. Dalgou vlastnostou neparametrickych postupov je, ze mozu byt
pouzité, ked analyzované udaje pozostavaju iba z klasifikécii, t. j. idaje nemu-
sia byt zalozené na dostatocCne silnej meracej skale, aby umoznili vykonéavanie
aritmetickych operécii. Pri neparametrickych metodach si vsak musime uvedo-
mit aj to, ze ak ich pouzijeme na tdaje, ktoré je mozné spracovat pomocou

199
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parametrickych postupov, vedie to k strate sily testu, resp. plytvaniu udajov
a tiez to, ze pre velké vyberové subory moze byt aplikdcia niektorych nepa-
rametrickych testov pracna. V nasledujicich kapitolach si priblizime niektoré
najcastejsie aplikované metody z tejto kategorie induktivnej statistiky.

11.1 Wilcoxonov test

Wilcoxonov test je testom, ktorého pouzitie mézme aplikovat v situéciach, kedy
sme potrebovali otestovat nulovi hypotézu o zédkladnom stubore, ale neboli spl-
nené podmienky pre pouzitie Z alebo t testu. Napriklad, ak méame maly vybe-
rovy subor, alebo parové vyberové subory, ktoré nemaji norméalne rozdelenie
a predpoklad o centralnom rozlozeni idajov neplati, potom vhodnym nepara-
metrickym postupom moze byt pouzitie hodnot rozdielov medzi pozorovaniami
a hypoteticky parameter polohy, tak ako to definuje Wilcoxonov znamienkovo-
poradovy test.

Wilcoxonov test predpokladé, ze vyberovy stibor je nahodny, ktorého sledo-
vana veli¢ina je spojité, a zakladny subor je symetricky rozdeleny okolo svoje]
strednej hodnoty j. Potom je mozné definovat nasledujicu nulovii a alterna-
tivnu hypotézu, ktoré testujeme na nejakej neznamej strednej hodnote zaklad-
ného suboru /.

Ho: p=po
Hy o p# o

Pre vykonanie Wilcoxonovho testu vypocitame vsetky rozdiely pozorova-
nych hodnot od hypotetickej strednej hodnoty :

di = x; — fig (11.1)

kde z; reprezentuje pozorované hodnoty vyberového stiboru.

Nasledne priradime jednotlivym hodnotdm rozdielov d;, zoradenych do po-
stupnosti od najmengieho rozdielu po najvacsi, bez ohladu na znamienko roz-
dielu, poradové ¢islo. Napriklad, najmensi rozdiel v absolutnom vyjadreni do-
stane ¢islo 1, druhy najmensi rozdiel v absolitnom vyjadreni dostane ¢islo 2 atd.
Ak st dve alebo viaceré hodnoty |d;| rovnaké, potom priradime kazdej takejto
hodnote priemer pozicii ich poradia. Napriklad, ak treti, stvrty a piaty rozdiel
si rovnaké, potom kazdému z tychto rozdielov priradime priemernd hodnotu
poradia: (3+4+45)/3=4. Po priradeni poradovych ¢isel jednotlivym rozdielom,
tymto poradovym ¢islam priradime znamienko daného rozdielu, t. j. ak bol roz-
diel zaporny, aj poradové ¢islo bude zaporné, a ak bol rozdiel kladny, potom aj
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poradové ¢islo bude kladné. Pre nazornost je mozné tieto informacie zapisat do
tabulky, napriklad tak ako je to naznacené v tabulke [11.1]

Tabulka 11.1: Tabulka vypoc¢tov pre Wilcoxonov test.

Poradie  Poradie |d;| so

x; d; =x; — .
' i T s Ho ;] znamienkom

R * *
1 di = 1 — fig T ST
* *
To dy = x5 — o 5 ST
_ * *
T3 ds = x3 — Lo T4 513
_ * *
Ty dp = Tp — o Ty STy

Hodnota ! v tabulke predstavuje poradové ¢islo absolutnej hodnoty
rozdielu d; a sr; je poradové ¢islo rozdielu d;, ktorému je priradené znamienko
tohto rozdielu.

Testovacou statistikou Wilcoxonovho testu bude:

Tw = min (Z sri(+), Z srf(—)) (11.2)

1=1 1=1

kde Z sr’(+) predstavuje sucet poradovych ¢isiel, ktoré st priradené kladnym

1=1
n

hodnotam rozdielov d; a > srf(—) predstavuje sucet poradovych ¢isiel (bez
znamienka minus), ktoré syﬁ 1priradené zapornym hodnotam rozdielov d;.

Ak je nulova hypotéza pravdivé, teda, ak sa skutocna stredna hodnota zé-
kladného stiboru rovna predpokladanej strednej hodnote /i, a ak st splnené
predpoklady pre pouzitie Wilcoxonovho testu, potom pravdepodobnost pozo-
rovania kladného rozdielu d; = x; — po danej velkosti sa rovnéa pravdepodob-
nosti pozorovania zaporného rozdielu rovnakej velkosti. Pri opakovanych né-

n

hodnych vyberoch sa ocakévané hodnota ) sr(+) rovnéa ocakévanej hodnote

1=1
n

> sri(—), pricom neocakavame velky rozdiel v hodnotéch tychto sim. Na dru-
i=1
n
hej strane, dostato¢ne malé hodnota | s17(+) alebo dostatoéne mala hodnota
i=1

n
> sri(—) sposobi zamietnutie nulovej hypotézy. Na rozhodnutie o zamietnuti
,'71

iz
alebo nezamietnuti nulovej hypotézy sa pouzije mensia hodnota z tychto dvoch
sum.



202 Kapitola 11 Neparametrické testy

Kritické hodnoty Wilcoxonovej testovacej Statistiky st tabelované hodnoty,
ktoré si uvedené v Statistickych tabulkéch. Nulova hypotézu zamietneme na
hladine vyznamnosti «, ak je hodnota testovacej Statistiky 77 mensia alebo
rovna ktirickej hodnote 7" pre dané n a vopred znamu tdroven «/2. Nulovi
hypotézu teda zamietame, ak plati:

Tw < Tn,a/Q <113)

Analogické je pouzitie Wilcoxonovho testu pre jednostranné alternativne
hypotézy, ktoré je mozné definovat ako:

Hoy: p > po

Hy: op<po
alebo:

Ho: p < o

Hy: op>po

Ked plati nulovad hypotéza s Tavostrannou alternativou, potom predpokla-
dame, Ze vyberovy stubor bude mat velkt hodnotu > s7/(+). Preto, ked jedno-

1=1
stranna alternativna hypotéza uvadza, ze skuto¢na stredna hodnota zakladného
siboru je mensia ako predpokladana hodnota, potom dostato¢ne mala hodnota
n n
> sri(+) sposobi zamietnutie nulovej hypotézy, a teda > sr7(+) je testovacia
i=1 i=1
Statistika. Nulovi hypotézu zamietame, ak plati:

Twes) < Tha (11.4)

Podobne, ak plati nulovd hypotéza s pravostrannou alternativou, potom
n

predpokladame, Ze vyberovy stubor bude mat velka hodnotu ) | sr7(—). Preto,
i=1

ked jednostranna alternativna hypotéza uvadza, Ze skuto¢né stredna hod-

nota zakladného suboru je vacsia ako predpokladana hodnota, potom dosta-

n
tocne mala hodnota » sr(—) spdsobi zamietnutie nulovej hypotézy, a teda

=1
n

> sri(—) je testovacia Statistika. Nulovt hypotézu zamietame, ak plati:

TW(f) < Tha <115>

)

Wilcoxonov test je mozné aplikovat aj na subory s parovymi tdajmi. Aj tu
volime tuto metédu v pripadoch, kedy nie je vhodné pouzit parovy t test. Pri
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parovom Wilcoxonovom teste vypocitavame rozdiely medzi parmi pozorovani.
Potom hypotézy formulujeme v tvare:

Ho: ,ud:O
Hy: pa#0

kde 11y je priemerna hodnota rozdielov medzi parmi jednotlivych pozorovani.
Postup testovania je potom analogicky s postupom uvedenym vyssie.

11.2 Mann-Whitneyho test

Mann-Whitneyho test je neparametrickym postupom, ktory mozno ¢asto pou-
zit namiesto testu medianu, resp. ako neparametricka alternativu k ¢ testu pre
nezavislé vyberové subory na porovnavanie priemerov dvoch zakladnych sibo-
rov. Tento test je oznacovany ak ako Mann—Whitney—Wilcoxonov test, kedze
je zalozeny na oznacCovani poradia jednotlivych hodnét. Predpokladom pre po-
uzitie Mann-Whitneyho testu je, aby ndhodné vyberové stbory boli nezavislé,
nadhodne vybrané z ich prislusnych zékladnych suborov a sledovana veli¢ina by
mala byt spojitéa.

Ak st predpoklady pre pouzitie Mann-Whitneyho testu splnené, potom je
mozné testovat nulovit hypotézu o zhode strednych hodnét (alebo medianov)
dvoch vyberovych stiborov voci obojstrannej, lavostrannej alebo pravostrannej
alternative. Obojstranny test bude uvazovat o hypotézach:

Hoy: = po
Hy:opn # po

Na vypocet testovacej Statistiky priradime vSetkym hodnotam z oboch vybe-
rovych stuborov, zoradenych podla velkosti od najmensej hodnoty po najvacsiu,
korespondujtce poradové ¢islo pozorovania. Zachovavame si pritom informaciu
o prislusnosti k danému stiboru tak, Zze hodnoty st evidované pod hlavickou
toho vyberového suboru, ktorému patria. Ak si hodnoty niektorych pozoro-
vani rovnaké, potom im vSetkym prislicha rovnaka poradova hodnota, ktoré je
priemerom hodnoét poradi pre tieto hodnoty. Fiktivny priklad, takéhoto uspo-
riadania je uvedeny v tabulke [I1.2]

Testovacou statistikou Mann-Whitneyho testu bude:

TM = min (TM1, TMQ) (11.6)

t. j. mensia z dvoch vypocitanych charakteristik 7,1 a 719 porovnavanych
vyberovych stiborov, pricom 73, je charakteristika prvého vyberového stiboru
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Tabulka 11.2: Priradenie poradovych hodnot meraniam dvoch nezavislych suborov.

Hodnoty . Hodnoty .
stiboru A Poradie stiboru B Poradie
10,3 1
10,4 2
10,6 3,5
10,6 3,5
10,7 5
10,8 6
10,9 7
11,3 8
11,8 9

12,0 10

a T je charakteristika druhého vyberového siboru, ktoré vypocitame podla
vztahu Mann-Whitneyho testovacej Statistiky:

+1
Tan = Si — % (11.7)
a
1
Tarz = S — % (11.8)

kde 7n; je pocet pozorovani prvého suboru, n, je pocet pozorovani druhého
siboru, 57 je sucet poradi priradenych pozorovaniam prvého vyberového suboru
a 59 je sucet poradi priradenych pozorovaniam druhého vyberového suboru.

Vypocitani hodnotu Mann-Whitneyho testovacej statistiky porovnavame
s kritickou hodnotou, ktort najdeme v Statistickych tabulkich pre zvolent
uroven o a velkosti vyberovych siborov. Ak je vypocitana hodnota testova-
cej Statistiky 7, mensia ako kritickd hodnota na trovni «/2, potom nulovii
hypotézu zamietame.

Pre jednostranné alternativy to buda hypotézy nasledovné:

Ho: p1 > po

Hy:opg < pe
alebo:

Hy: 1 < po

Hy:opg > po
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Pre jednostranné alternativy nulovt hypotézu zamietame, ak je vypocitana
hodnota testovacej Statistiky 77, mensSia ako kriticka hodnota na drovni a.

Ak je niektory z vyberovych suborov vicsi ako 20, potom uz nevieme pouzit
kritické hodnoty Mann-Whitneyho testu a testovaciu Statistiku nahradzame
Statistikou z:

ning

T —
2= 2 (11.9)

\/nig2 (nl + N9 + 1)

ktora mé pri platnosti testovanej hypotézy normélne normované rozdelenie
N(0,1). Testovant hypotézu potom zamietame alebo nezamietame na zaklade
kritickych hodnot z rozdelenia.

11.3 Kruskal-Wallisov test

Kruskal-Wallisov test je mozné pouzivat v pripadoch, kedy tdaje dostupné na
analyzu nesplitaji predpoklady pre jednofaktorovi analyzu rozptylu pri porov-
navani viac ako dvoch vyberovych stiborov.

Predpokladajme, Ze mame &k vyberovych stuborov pochadzajicich zo za-
kladnych stborov so spojitou veli¢inou a s rozsahom ni, ns,...,n;, u ktorych

chceme overit zhodu strednych hodnot. Potom nulova a alternativnu hypotézu
mozeme zapisat v tvare:

Ho: H1 = oy = ... = Uk
Hy : nie vSetky p; st rovnaké

Overovanie platnosti nulovej hypotézy budeme vykonavat pomocou Kruskal-
Wallisovho testu, ktorého principom je, ze hodnoty vsetkych stiborov zoradime
od najmensej po najvacsiu a kazdej hodnote potom priradime poradie od cisla
1 az po n, pricom plati, ze n = ny + no + ... + np. Poradie 1 priradime
najmensej hodnote v celkovom stbore a poradie n priradime najvéicsej hodnote,
t. j. poslednej hodnote v siibore vsetkych hodnot. V pripade, ak sa v celkovom
sibore vyskytne viacero rovnakych hodnot, potom sa vSetkym tymto hodnotam
priradi priemerné hodnota poradi, ktoré im prislichaju. Nésledne vieme pre
vsetky vyberové sibory spocitat sumu priradenych poradi, ¢im dostavame k&
poradovych sium. Priklad takéhoto usporiadania je uvedeny v tabulke [11.3]
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Tabulka 11.3: Priradenie poradovych hodnét meraniam troch nezavislych siborov.

Subor Poradie Subor Poradie Subor Poradie
A A B B C C
1,42 7 1,23 3 1,62 10
1,13 1 1,63 11 1,41 6
1,59 9 1,93 15 1,74 12
1,80 13 1,27 5 1,58 8
1,24 4 1,15 2 1,87 14
Ty=34 T5=36 T5=50

Testovacou statistikou Kruskal-Wallisovho testu bude:

k
12 T?
K=——-— — =3 1 11.10
n(n+1);n,’ (n+1) ( )

kde n je pocet vyberovych suborov, n; je poc¢et hodndt v i-tom vyberovom
stibore, n je pocet vSetkych hodnot vo vyberovych stiboroch a 7; je sticet poradi
priradenych hodnotam ¢-teho vyberového siboru.

Rozhodovanie o zamietnuti alebo nezamietnuti nulovej hypotézy vykoné-
vame na zéklade porovnania testovacej Statistiky a kritickej hodnoty. Ak si
porovnavané tri vyberové sibory a v kazdom vyberovom stibore je najviac 5
hodnot, potom kriticktt hodnotu pre zvolné o néjdeme v Statistickych tabul-
kach pre Kruskal-Wallisov test. Nulovi hypotézu zamietneme ak plati:

K> K, (11.11)

Avsak, ak je v jednom alebo vo viacerych vyberovych suboroch viac ako
pét hodnot, pripadne ak porovnavame viac vyberovych suborov ako tri, potom
kritickd hodnotu pouZivame z y* rozdelenia s k& — 1 stupitami volnosti. V takom
pripade nulovt hypotézu zamietame ak:

K >\ i (11.12)

Ak existuju v udajoch viaceré rovnaké hodnoty, potom je mozné testovaciu
statistiku upravit tak, Ze ju vydelime korekciou zohladnujicou opakujice sa
hodnoty. Korigovana testovacia Statistika Kruskal-Wallisovho testu potom bude
vypocitana takto:

K
K= ———r (11.13)
T
>

nd —n
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kde T = t* — t a t oznacuje pocet zhodnych pozorovani v skupine zhodnych
hodnét. V hodnotach uvedenych v tabulke nie st ziadne skupiny zhod-
nych hodnot, ale vo vSeobecnosti sa mozu vyskytnut. Ak ich bude viac, potom
bude aj viac hodnot T vo vztahu (11.13)). Efekt tejto korekcie je viak zvycajne
zanedbatelny.

Rovnako ako u jednofaktorovej analyzy rozptylu, aj tu v pripade, Ze zdverom
bude zamietnutie nulovej hypotézy nevieme, ktoré zo suborov sa liSia, resp. ne-
pochadzaju z toho istého rozdelenia. Potom je potrebné vykonat porovnavanie
vsetkych parov vyberovych suborov.

11.4 Friedmanov test

V predchadzajicej kapitole sme poukazali na moznost vyuzitia neparametrickej
alternativy k jednofaktorovej analyze rozptylu. V niektorych stididch mézeme
obdobnym spdsobom potrebovat neparametricki alternativu k dvojfaktorovej
analyze rozptylu. Pre takéto pripady sa najcastejsie pouziva Friedmanov test,
ktory je vhodny, ak st tdaje ziskavané aspon na ordinélnej skale a mozno ich
zmysluplne usporiadat do dvojfaktorovej klasifikacie.

Predpokladajme, ze mame studiu, v ktorej porovnéavame hodnoty ziskane;j
veliciny ovplyvnenej dvoma faktormi. Mohlo by to byt napriklad skiimanie
vplyvu liecby na znizovanie hodnoty celkového cholestorolu (niekolko rdznych
liekov), ktoré su pacientom aplikované v roznych blokoch (rézne davky, obdobia
podavania lieku a pod.). Chceme rozhodnit, ¢i lieGebné postupy maji rovnaky
uc¢inok. Ak nemaju rovnaky tc¢inok, potom je potrebné urcit, ktoré lie¢ebné
postupy sa od seba lisia.

Nulovu a alternativnu hypotézu by sme mohli definovat takto:

Hy : vsetky lie¢ebné postupy maju rovnaky tucinok
H, : aspon jeden liecebny postup sa lisi od ostatnych liecebnych postupov

Pomocou Friedmanovho testu moézeme urcit, ¢i je rozumné predpokladat,
7e stlpce poradi hodnét (lie¢ba) boli vybrané z rovnakého zékladného stiboru.
Ak je nulova hypotéza pravdiva, potom ocakdvame, Ze pozorované rozdelenie
poradi v ktoromkol'vek stIpci bude vysledkom nahodnych faktorov, a preto oca-
kavame, ze hodnoty sa budi v kazdom stlpci vyskytovat s priblizne rovnakou
pocetnostou. Na druhej strane, ak nulova hypotéza nie je pravdiva (liecebné
postupy nie su rovnako u¢inné), ocakavame prevahu relativne vysokych (alebo
nizkych) poradi aspoii v jednom stlpci. Tato podmienka by mala byt premiet-
nutd do suctu poradi hodnoét. Friedmanov test nam urci, ¢i st alebo nie si
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pozorované siucty poradi hodnot také rozdielne, ze nie je pravdepodobné, ze by
boli vysledkom nahody, za predpokladu, Ze plati nulova hypotéza.

Udajom v jednotlivych blokoch (riadkoch) priradime odpovedajtce pora-
die od 1 do k, kde k je pocet vyberovych stborov (stlpcov) a potom poradia
v kazdom stlpci spocitame (75), napriklad tak ako v tabulke .

Tabulka 11.4: Priradenie poradovych hodnot podla Friedmanovho testu.
Blok Lieé¢ba A Liecba B Liecba C Poradie A Poradie B Poradie C

1 15,38 14,97 14,51 3 2 1
2 15,13 14,29 14,86 3 1 2
3 14,95 15,14 14,88 2 3 1
4 14,58 14,05 14,72 2 1 3
5 14,74 14,89 14,65 2 3 1
6 15,63 14,56 14,93 3 1 2
7 14,42 15,04 14,71 1 3 2
T,~16 To—14 Ty=12

Testovacia Statistika Friedmanovho testu bude dana vztahom:

M;r

X2 = 2 3n(k+1) (11.14)

=1
kde 7 je pocet riadkov (blokov) a & je pocet stipcov (liecha).

Kritické hodnoty potrebné pre vyhodnotenie Friedmanovho testu a rozhod-
nutie o zamietnuti alebo nezamietnuti nulovej hypotézy najdeme v statistickych
tabulkach pre dané n a k. Nulova hypotézu zamietame, ak je hodnota testovacej
Statistiky vacsia alebo rovna ako kriticka hodnota:

X2 = Xi ok (11.15)

Kritickt hodnotu y? rozdelenia pouZivame, ak vyberové sibory majt rozsah
stredne velky a velky. V pripade malych hodnot n a k (dvadsat a menej),
porovnavame testovaciu Statistiku s kritickou hodnotou Friedmanovho testu.
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